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2 Elementy Logiki

Elementy Logiki

Logika jest to nauka zajmujaca sie zagadnieniami prawdy i falszu. Podsta-
wowym pojeciem tej nauki jest pojecie zdania w sensie logiki .
Za ojca logiki mozna uznaé greckiego uczonego Arystotelesa.

Arystoteles wurodzil si¢ w Stagirze, na Pélwyspie Trackim w roku 384,
zmart w roku 322 p.n. e. w Chalkis. W roku 367 przybyl do Aten i wstgpil
do platonskiej Akademii (szkoly).

W Akademii spedzit dwadziescia lat,
z poczgtku jako wuczen 1 zwolen-
nik plutonizmu, nastepnie jako sa-
modzielny, oryginalny mysliciel. Po
opuszczeniu Aten i trzyletnim poby-
cie w Assos (w Azji) oraz, w po-
bliskim Atarneusie, gdzie nauczat i
prowadzil badania, byl nauczycielem
Aleksandra Macedonskiego az do je-
go wstgpienta na tron; nastepnie po-
zostat w Macedonii © mieszkat w Sta-
girze. Po ustaniu bliskich stosunkow
z Aleksandrem powrécit do Aten 1
zatozyl tam szkole ,perypatetyckq”,
ktorg prowadzit od roku 335 do 325.
Nastepnie udat sie do Chalkis, gdzie zmart niebawem.

Rysunek 1: Arystoteles

Zdaniem w sensie logiki nazywamy kazde zdanie o ktérym mozemy stwier-
dzi¢, czy jest prawdziwe czy tez nieprawdziwe.

Przyktady zdan w sensie logiki :

Stot jest krzestem.

W sierpniu jest lato.

Przyktady zdan, ktére nie sa zdaniami w sensie logiki :

Czy jutro bedzie padato?

Podejdz do tablicy!

Zdaniami w sensie logiki nie sg ani zdania w trybie pytajacym, ani w trybie
rozkazujacym.

Zadanie 1
W ponizszym tekscie wskaz zdania, ktore sa zdaniami w sensie logiki.
“Polya mawiat:



- von Neumann byl jedynym moim uczniem, ktorego sie batem. Prowadzilem
w Zurichu seminarium, ktorego uczestnikiem byt von Neumann. Doszedlszy
do pewnego twierdzenia powiedziatem, Ze nie jest udowodnione i dowod pewnie
bytby trudny. Von Neumann nie odezwal sie, ale po pieciu minutach podniost
reke. Gdy go wywotatem, podszedt do tablicy i to twierdzenie......... udowod-
nit. Odted lekatem sie go jak ognia.”

Ze zdan logicznych za pomocag pewnych operacji logicznych mozemy two-
rzy¢ nowe zdania logiczne.

Taki operatorami sg tzw. spojniki logiczne. Wyrdzniamy pie¢ podstawo-
wych spojnikéw logicznych:

koniunkcja "i” ozn. A

alternatywa ”lub” ozn. VvV

implikacja "jezeli ..., to ...” ozn. —
rownowaznos$¢ 7., wtedy i tylko wtedy, gdy...” ozn. <=
negacja "nieprawda, ze ...” ozn. —

Cwiczenie 1

Niech p bedzie zdaniem: Polska lezy w Europie.

Niech ¢ bedzie zdaniem: Europa jest kontynentem o najwigkszej powierzchni.
Zapisz stownie zdania: pAq, qVp,p=— q,p < q, p, 0qiocen ich
prawdziwos¢.

W celu skrécenia zapisu w dalszym ciagu wartosci logiczne tj. prawde i fatsz
bedziemy oznaczali odpowiednio symbolami 1, 0.

Ponizsza tabela przedstawia wartosci logiczne wyzej zdefiniowanych spojni-
kéw logicznych.

Plq|p|q|pPNq|pPVq|p=q|p==(q
0/0] 1] 1 0 0 1 1
1111010 1 1 1 1
O(1[11]0 0 1 1 0
110] 0|1 0 1 0 0

Prawa logiczne to formuty (tzn. sensowne wyrazenia) ztozone ze spdjnikow
logicznych oraz liter o tej wtasnosci, ze jezeli za kazdg litere podstawimy
dowolne zdanie w sensie logiki, to w wyniku takiego podstawienia otrzymamy
zdanie prawdziwe.
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Wybrane prawa rachunku zdan

Prawo tautologii

p==Dp

Prawo podwdjnego przeczenia

(=(=p)) = p

Prawo wylaczonego srodka

(=p)Vp

Prawa de Morgana
=(pVq) <= (=p) A (—q)

~(pAq) <= (-p)V(~q)

Dowé6d Prawa tautologii :

p|p=PDp
0 1
1 1

Dow6d Prawa podwdéjnego przeczenia

p|—p | (=(=p) | (=(=p)) =p
1] 0 1 1
1 0 1




Dowéd Prawa wylaczonego srodka

p|—p|(=p)Vp
110 1
0] 1 1

Dowéd Praw de Morgana

pla|p|~q|pVa|~(pVa) | (=p)A(=q) | =(pVq) < (=p) A (—q)
1[1]0 0] 1 0 0 1

ojo[ 11| o 1 1 1

tjfolo 1] 1 0 0 1
o110/ 1 0 0 1
pla|p|~q|pAqg|~(pAg) | (=p)V(=q) | ~(pAq) <= (=p)V (—q)
1100 1 0 0 1

ojo[ 11| o 1 1 1

1ol o [ 1] 0 1 1 1

o/t 10 O 1 1 1
Przyktad 1

Sprawdz, czy ponizsza formuta jest tautologia :

(p=0q) =r1]=[p=q) = (p=71)]

Rozwigzanie :
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6 Zadania do samodzielnego rozwiazania:

Odpowiedz:
Powyzsza formuta jest tautologia.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1
Sprawdz, czy ponizsze formuly sg tautologiami:

(p= ) N(@g=Dp)]=0p
(p=0p) =q

PN (p=q)] = ¢

Zadanie 2
Udowodnij nastepujace prawa:

e Prawo przemiennosci koniunkcyi:
(PN g) <= (gAp)
e Prawo przemiennosci alternatywy:

(pVaq) = (q¢VDp)

Prawo tgcznosci alternatywy:

[(pVaq)Vs|<=[pV(qVs)

Prawo tgcznosci koniunkcyi:

[(pAq) Ns| <= [pA(gAs)

Prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy:

[pA(qVs)]<=[pAg)V(pASs)



e Prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji
pVvigns)l <= IpVagAlpVs)

e Regula odrywania
pAp=q]=q

Zadanie 3
Zdefiniuj implikacje za pomoca negacji i alternatywy.

Elementy Teorii Mnogosci

Pojecie zbioru
Dawniej uzywano nazwy mnogo$¢, ktorg wprowadzil tworca tej teorii, nie-
miecki matematyk Georg Cantor.

Cantor Georg Ferdinand Ludwig Philip (ur. 3 marca 1845 r. w Sankt
Petersburgu - zm. 6 czerwca 1918 r. w sanatorium w Halle) - niemiecki ma-
tematyk. Studiowal w Darmstadt, Zirichu 1 Getyndze.Do jego nauczycieli
nalezeli: Karol Weierstrafs, Ernst Edward Kummer oraz Leopold Kronec-
ker. Pozniej pracowat w Halle. Byl zaprzyjainiony z Ryszardem Dedekindem.
Cantor miat znaczgcey udzial w tworzeniu podwalin nowoczesnej matematyks.
W szczegélnosci uchodzi za tworce teoric mnogosci. Cantorow:i zawdziecza-
my nastepujacg definicje zbioru: Zbiorem jest spojenie w catosé okreslonych
rozroznialnych podmiotéow naszej poglgdowosci czy mysli, ktore nazywamy ele-
mentami danego zbiory.”

Jego najwiekszym wktadem w roz-
waog matematyki bylo stworzenie pod-
walin teoris mnogosci a w tym kon-
cepcyi liczb pozaskoniczonych. Cantor
odkryt, Ze zbiory mieskonczone mo-
gq byc roinej wielkoSci - w szcze-
golnosci pokazal za pomocg rozumo-
wania przekgtniowego, ze zbior liczb
naturalnych nie jest rownoliczny ze
zbiorem liczb rzeczywistych. Cantor
przez dtugi czas staratl sie udowodnic
hipoteze continuum (jak sie okazalo
w latach 50. - jego wysitki nie mogty Rysunek 2: G. Cantor
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przyniesé zadowalajgcego go rezultatu). Diugie lata cierpial na ciezkie depre-
sje (parokrotnie byt z tego powodu hospitalizowany). Pod koniec Zycia zajmo-
wat sie rowniez mistycyzmem - rozwijal koncepcje Absolutnej Nieskoriczono-
sci, ktorg utozsamial z Bogiem. Wiekszos¢ wspélczesnych mu matematykow
odnosito si¢ do jego dokonan z duzq nieufnoscig. Obecnie niemal wszyscy
matematycy nie tylko w peini akceptujq jego wyniki, ale © uznajg je za prze-
tomowe w historii matematyks.

Zbiér jest w teorii mnogosci pojeciem pierwotnym, czyli takim, ktorego
nie definiujemy. Mozemy jedynie tworzy¢ tzw. intuicyjna definicje tego poje-
cia.

Przez zbiér rozumiemy ”kolekcje 7 jaki$ przedmiotow.

Na przyktad zbiér moze by¢ ztozony z : krzesta, ksigzki i psa.

Zbiory oznaczamy duzymi literami alfabetu, natomist jego elementy matymi
literami alfabetu.

Jezeli A jest zbiorem, za$ a jego elementem, to piszemy a € A i czytamy [ a
nalezy do A].

Jedli natomiast A jest zbiorem, zas a nie jest jego elementem to piszemy
a ¢ A1iczytamy [ a nie nalezy do A.

O dwoch zbiorach A i B méwimy, ze sa rowne, wtedy i tylko wtedy, gdy
sg ztozone z tych samych elementow, tzn. dla dowolnego x prawdziwe jest
zdanie:

r € A<=z € B.

Réwnosé zbiorow oznaczamy A = B i czytamy [ A réwne B].

Moéwimy, ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B (inkluzja), lub, ze A jest
podzbiorem zbioru B | jezeli kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B,
co oznaczamy A C B i czytamy [ A zawiera sie w B].

Mozna wiec teraz krotko napisac:

A=B<«< (ACB)AN(BCA).

Zbiorem pustym nazywamy zbior, ktory nie ma zadnych elementow i ozna-
czamy symbolicznie (). Zbiér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Cwiczenie 1

Wypisz elementy podanego zbioru:
A={zeC:x-2=9}.
Odpowiedz:

A={-3,3}.



Przyktlad 1

Niech A,, bedzie zbiorem wszystkich wielokrotnosci liczby naturalnej n. Czy

istnieje liczba x ktéra nalezy do nieskonczenie wielu zbioréw A,,7
Rozwigzanie:

W zaleznosci od definicji. Jesli wielokrotnosé liczby a zdefiniujemy jako zbior
wszystkich liczb postaci & - a, gdzie k € C, to woéwcezas taka liczba istnieje i

nietrudno odgadnad, ze jest nig zero.

Jesli ntomiast wielokrotnosé liczby a zdefiniujemy jako zbior wszystkich liczb
postaci k - a, gdzie k € N, to wowczas taka liczba nie istnieje, gdyz kazda

liczba naturalna ma tylko skonczong liczbe dzielnikdw.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1
Wypisz elementy podanych zbioréw:

()
B={xeN:z-z=9}

(b)
C={reN:z -x=-3}

Zadanie 2
Czy prawdziwe jest zdanie: 1 € A. jezeli, A = {z : 2z = 3}.

Zadanie 3

Czy prawdg jest, ze A C B, jezeli :
e A=1{1,3,509,14,20} a B={-3,1,3,5,9},
e A- zbiér uczniéw klasy 1b, zas B- zbior uczniéow catej szkoty,
e A-zbiér pusty i B- zbidr pusty,

e A={r e N} zas B={zre(C}.

Zadanie 4
Dany jest zbiér A ={1,2,3, }.
Wyznacz zbiér wszystkich jego podzbioréw. Ile ich jest?
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Wykonaj to samo dla zbioru B = {1,2,3,4, }.

Co zauwazytes?

Obserwacja

Jedli udato Ci sie zobserwowaé, ze zbiér n-elementowy ma doktadnie 2™
wszystkich podzbioréw, to postaraj sie to uzasadnic.

Dzialania na zbiorach

Majac dane dwa zbiory: A i B mozemy za pomocg pewnych operacji utwo-
rzy¢ z nich nowe zbiory.

Suma zbioréw (Suma mnogosciowa)

Sumg zbioréw A i B nazywamy zbior ztozony z tych elementow, ktoére na-
leza do zbioru A lub nalezg do zbioru B. Oznaczamy ja symbolicznie AU B.
Piszemy:

r€e AUB<=x€c€ AVzeB.

Iloczyn (przekréj) zbioréw (Iloczyn mnogo$ciowy)

Iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbior ztozony z tych elementéw, ktore
naleza do zbioru A i nalezg do zbioru B. Oznaczamy go symbolicznie AN B.
Czyli:

reANB<<=xc ANz € B.



11

Réznica zbioréw(Rdéznica mnogosciowa)

Réznica A minus B nazywamy zbior ztozony z tych elementow, ktore na-
leza do zbioru A i nie naleza do zbioru B. Oznaczamy ja A\ B.

Coyl: € A\B<=x€ ANz ¢ B.

Przyktad 1
Wyznacz AUB, ANB, A\ Bi B\ A, jezeli :
A- zbiér dzielnikéw liczby 16, zas B = {1, 2, 3}.

Rozwigzanie :
Zbiér A to zbior wszystkich dzielnikéw liczby 16, zatem :

A={-16,-8,—4,-2,—1,1,2,4,8,16},

natomiast
B =11,2,3}.

Wigc :
e AUB={-16,-8,-4,-2,—-1,1,2,3,4,8,16},
e ANB=1{1,2},
e A\ B={-16,-8,—4,—-2,—1,4,8,16},
e B\ A= {3},

Zadanie 1
Wyznacz AU B, ANB, A\ Bi B\ A, jezeli :
A- zbiér kwiatéw, B- zbior roz.

Zadanie 2
Wyznacz AUB, ANB, A\ BiB\ A, jezeli :
A=1{1,2,3}, B ={4,5,6).
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Zadanie 3
Wyznacz AUB, ANB, A\ BiB\ A, jezeli :
A={r:2>°=16}, B={z:x+1=2}.

Zadanie 4
Niech A = {z : istnieja a,b € N takie, ze a > 1,b > 1 oraz = a - b}, opisz
stownie czym sa elementy zbioru N \ (AU {1})?

Zadanie 5
Niech A—B = (A\ B)U(B\ A). Sprawdz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C
zachodza nastepujace wtasnosci:

(a)
A-B=0+= A=1B

(b) _ _
A-B=B-A

(c)
AS(B-C) = (A-B)~-C

(d) . . .
(A-B)U(B-C) > A-C

Operacje A—B nazywamy réznicg symetryczng zbioréw a i b. Moze domy-
slasz sie dlaczego te réznice nazywamy réznica symetryczna? Jesli tak, spro-
buj to wyjasnic.

Moc zbioréw

Jezeli zbior A ma skonczenie wiele elemntéw, to ilos¢ elementéw zbioru A
oznaczamy przez A i nazywamy moca zbioru A.
Dla zbioréw skonczonych A, B, C' prawdziwe sa nastepujace wlasnosci:

(c) Jezeli AC B,to B\ A= B —

|
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Przyklad 1

W klasie jest 20 uczniéw,przy czym kazdy uczy sie co najmniej jednego jezy-
ka. Jezyka tacinskiego uczy si¢ 10 osob, jezyka greckiego natomiast 15 osob.
Ile 0s6b uczy sie taciny i greki?

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez A zbidr oséb uczacych sie taciny,przez B natomiast zbior
0s6b uczacych sie greki.

Wiemy , ze: o B
AU B =20, A =10, B =15
Szukamy: AN B.
Poniewaz o
AUB=A+B-ANB
wiec -
ANB=A+B-AUB
Zatem
ANB=10+15-20=5.
Odpowiedz.

Laciny i greki uczy sie pie¢ osob.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1

W klasie kazdy uczy sie co najmniej jednego jezyka. 17 osob uczy sie jezyka
angielskiego, 14 jezyka niemieckiego a 5 0osob uczy sie angielskiego i niemiec-
kiego. Ilu uczniéw liczy ta klasa?

Zadanie 2

W Kklasie jest 30 uczniow i kazdy uczy sie co najmniej jednego jezyka. 20
os6b uczy sie jezyka angielskiego, 15 jezyka niemieckiego a 10 osob jezyka
francuskiego. 5 z nich uczy sie jezyka angielskiego i jezyka niemieckiego, 5
jezyka angielskiego i jezyka francuskiego oraz 5 jezyka francuskiego i jezyka
niemieckiego. Ilu uczniow uczy sie wszystkich trzech jezykow?

Zadanie 3

W klasie jest 24 uczniéw i kazdy uczy si¢ co najmniej dwoch jezykéw. Przy
czym: jezyka angielskiego uczy si¢ 16 osob, jezyka niemieckiego 17 oséb, je-
zyka hiszpanskiego natomiast 18 uczniow. Ilu uczniéw uczy sie wszystkich
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trzech jezykow?

Zadanie 4

Kazda sposrod 154 oséb pracujacych w pewnej firmie droge do pracy poko-
nuje korzystajac z tramwaju, autobusu lub metra. Z tramwaju korzysta 80
0s6b, z autobusu 110, a z metra 60 os6b. Wsrdd nich sa osoby korzystajace
z wszystkich trzech srodkéw lokomocji i nie ma oséb, ktére korzystaja tyl-
ko z dwoch $rodkéw lokomocji. Ile oséb korzysta z trzech srodkéw lokomocji?

Zadanie 5
Dane sg dowolne zbiory A i B uzasadnij, ze

A+rB>AUB.

Zadanie 6
Uogolnij teze poprzedniego zadania w nastepujacy sposob. Dla dowolnych
zbioréw Aj, A, ..., A,, zachodzi nier6wnosc¢:

A+ Ayt + A >AUAU..UA,.

Zadanie 7 o
Czy dla niepustych zbioréw A, B moze zaj$¢ réwnoéé AN B = A - B? Jedli
tak, to dla jakich?

Arytmetyka liczb catkowitych

Przez N oznaczaé¢ bedziemy zbior liczb naturalnych, natomiast przez C' zbior
liczb catkowitych. Zatem
N ={1,2,3,...},

C={0,-1,1,-2,2,..}.

Podzielnosé w zbiorze liczb catkowitych

Mowimy, ze liczba catkowita a dzieli liczbe catkowita b, jezeli istnieje
liczba caltkowita c, taka, ze: b = a - ¢. Oznaczamy to a | b. Woéwezas licze a
nazywamy dzielnikiem liczby b.

Dalej podamy podstawowe wlasnosci relacji podzielnosci.
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Dla dowolnych liczb catkowitych prawdziwe sa ponizsze wlasnosci:

l.a|bAb|lc=a]c

2. ala

.albhalc=al|b+c

4. a|lbha|lc=a|b—c

Wsréd liczb naturalnych wyrézniamy liczby pierwsze i liczby ztozone.
Zbior liczb pierwszych bedziemy oznacza¢ symbolem P.

Definicja 1

Liczbe naturalna, r6zna od jeden nazywamy liczbg pierwsza, jezeli ma do-
ktadnie dwa dzielniki naturalne.

Na przyktad, zbiorem dzielnikoéw naturalnych liczby 5 jest zbior D = {1,5}.

Definicja 2

Liczbe naturalna, r6zng od jeden, ktora nie jest liczba pierwsza nazywamy
liczbg zlozong.

Na przyktad, zbiorem dzielnikéw naturalnych liczby 6 jest zbior D = {1,2,3,6}.

Uwagal!
Liczba 71”7 nie jest ani liczbg pierwsza, ani liczba ztozona.

Cwiczenie 1
Udowodnij, ze jesli liczba naturalna a jest liczba ztozona, to ma ona dzielnik
pierwszy, mniejszy lub réwny od +/a.
Cwiczenie 2
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c prawdziwe sg nastepu-
jace zdania:

(a) ala,

(b) (alp Abla) = (a =bV a = —b),

(c) (alb A blc) = (alc).
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Sito Eratostenesa

Juz starozytni Grecy zastanawiali si¢ nad zagadnieniem liczb pierwszych. Do
rozwoju teorii przyczynit si¢ zdecydowanie Eratostenes z Cyreny- wymy-
slit tzw. Sito Eratostenesa czyli do$¢ prosty (dla matych liczb) algorytm
znajdowania liczb pierwszych.

Eratostenes z Cyreny, ur. ok. 275 p.n.e., Cyrena (Libia), zm. ok. 194
p.n.e., Aleksandria, grecki filozof, astronom, matematyk i geograf.
Zagmowal sie takze filologiq, historig e ——
1 muzykq; naczelny kustosz Bibliotek: 7
Aleksandryjskiej 1 wychowawca péz-
niejszeqgo faraona Ptolemeusza IV
Filopatora; uwazany za najbardziej
uczonego czltowieka swych czasow.
Do jego najwiekszych osiggniec¢ na-
lezy wykonanie pierwszego, stosun-
kowo doktadnego pomiaru wielkosci
kuli ziemskiej. Wykorzystat przy tym
fakt, ze gdy w Syene (ob. Asuan) w
potudnie Stonce znajduje sie doktad-
nie w zenicie, w Aleksandrii, lezgcej w przyblizeniu na tym samym potudniku,
odleglosé Storica od zenitu wynosi 1/50 kqta pelnego (czyli 7°12"). Wywnio-
skowal stqd, Ze kqt $rodkowy, odpowiadajgcy tukowi potudnika miedzy tymi
miejscowosciami, jest takzie réwny 1/50 kqta pelnego, a wiec obwdd poludni-
ka wynosi 50 odlegtosci z Syene do Aleksandrii. Odlegtosé te przyjel E. jako
5000 stadionow, co dato obwod kuli ziemskiej 250 000 stadionéw. Przeliczenie
stadionéw na metry jest niepewne; jesli np. przyjmuje sie za J.L. Dreyerem,
ze 1 stadion = 157,5 m, to promien i obwod Ziemi oceniane przez F. sq tyl-
ko o nieco ponad 1% mniejsze od obecnie znanych; podane przez E. wartosci
sq najwidoczniej zaokrgglone, wiec ich doktadne przeliczanie na wspétczesne
maary jest mato uzasadnione. E. wyznaczyt tez kgt nachylenia ekliptyki do
rownika niebieskiego.

Rysunek 3: Erastotenes

Aktualnie problem zdaje sie wcigz nie by¢ dostatecznie zbadany. Liczb pierw-
szych jest nieskonczenie wiele i do tej pory nie znamy zadnego praktycznego
wzoru na znajdowanie kolejnych liczb pierwszych.

Sito Eratostenesa to algorytm stuzacy do wyznaczania liczb pierwszych z
zadanego przedziatu.

Dziatanie sita Eratostenesa oméwimy na nastepujacym przyktadzie:



17

Przyklad 1

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze mniejsze od liczby 101.

Rozwigzanie:

Wypisujemy wszystkie liczby naturalne, mniejsze od liczby 101:

1 krok

Wykreglamy 1( bo 1 nie jest ani liczba pierwsza, ani liczba ztozona). Ponie-
waz pierwsza w kolejnodci liczba pierwsza jest liczba 2, wiec ja zostawiamy,
natomiast wykreslamy wszystkie wieksze od niej jej wielokrotnosci.

2 krok

Poniewaz po wykonaniu pierwszego kroku pierwsza niewykreslona liczba wick-
sza od 2 jest liczba 3, wiec 3 jest liczba pierwsza, zatem zostawiamy ja, na-
tomiast wykreslamy wszystkie wieksze od niej wielokrotnosci liczby 3.

3 krok

Poniewaz po wykonaniu drugiego kroku pierwsza niewykreslong liczba wigk-
szg od 3 jest liczba 5, wiec 5 jest liczba pierwsza, zatem zostawiamy ja,
natomiast wykreslamy wszystkie wieksze od niej wielokrotnosci liczby 5.

4 krok

Poniewaz po wykonaniu trzeciego kroku pierwsza niewykreslong liczba wigk-
szg od 5 jest liczba 7, wiec 7 jest liczba pierwsza, zatem zostawiamy ja,
natomiast wykreslamy wszystkie wigksze od niej wielokrotnosci liczby 7.
Poniewaz, jak wynika to z Cwiczenia 1, kazda liczba zlozona mniejsza od 101
musi mie¢ dzielnik pierwszy mniejszy lub réwny od /100 = 10, a jedynymi
liczbami pierwszymi mniejszymi lub rownymi od liczby 10 sa liczby: 2,3, 5,7,
wiec wszystkie niewykreslone po 4 kroku liczby z ponizszej tabeli sg liczbami
plerwszymi.

Y|l 213456788 xX
11 [ [ 13| 5| |17 |19 ] 24
2022 23|24 |25 |26 |27 | 28| 29 | 34
31 |32 |33 | 34|35 | 36|37 | 38| 39| 4
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 54
5| 52 | 53 | B4 | BB | 56 | 57 | 58 | 59 | BQ
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | B6 | 67 | B | B9 | R
TL 2|73 | R R R6 | | B T9 | 8a
B | 82 |83 | 84|85 | 86 | 87 | 88 | 89 | 9@
|92 | 98| 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 180
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Zadanie 1
Podaj przyktad szeciu liczb pierwszych pq, po, ..., pg takich, ze

P2 —P1=P3 —P2=P4—P3=DPs5s —Ps=DP6 — D5

Zadanie 2
Udowodnij, ze jezeli p € P, p > 5, to, istnieje liczba naturalna m taka, ze
p = 6m + 1 lub istnieje liczba naturalna n taka, ze p = 6n + 5.

Zadanie 3
Udowodnij, ze jezeli p € P oraz p = a® + b? dla pewnych a,b € N, to istnieje
k € C o tej wtasnosci, ze p = 4k + 1.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie 1 (Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki)
Jezeli p jest liczbg pierwszq, natomiast a @ b sq liczbami catkowitymi, oraz
pla-b, top|alubp]|b.

Symbolicznie twierdzenie powyzsze mozemy zapisa¢ nastepujaco:
pePArabeCApla-b)=(p|laVp|b)
Uwaga!

Twierdzenie 1 nie jest prawdziwe, gdy p nie jest liczba piwrwsza.
Na przyktad:

4]16-6 ale 416.

Twierdzenie o rozkladzie liczby naturalnej na
iloczyn liczb pierwszych

Twierdzenie 1 (Twierdzenie o rozkladzie na iloczyn liczb pierwszych ) Dla
dowolnej liczby naturalnej n istniejq liczby prerwsze rozne miedzy sobg p; <
Po < ... < pi oraz liczby naturalne aq, o, ..., oy takie, Ze

— 1 (%) (693
n=py Py DPi >
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przy czym, rozkiad ten jest jednoznaczny.

Przyktad
Rozt6z liczbe 20 na iloczyn liczb pierwszych.

Rozwigzanie:
Mamy
20=2-2-5=2%.5.

Zadanie 1
Rozt6z na iloczyn liczb pierwszych nastepujace liczby: 33, 100, 1523.

Zadanie 2
Wyzacz ilos¢ wszystkich dzielnikéw naturalnych liczb: 1024, 3333, 2676.

Zadanie 3
Dana jest liczba naturalna

— el C2 Cs
n—pl 'p2 '...'psé.

Ile wszystkich dzielnikow naturalnych ma liczba n?

Algorytm wyznaczania NWD i NWW liczb cal-
kowitych

Przez NWD oznacza¢ bedziemy najwiekszy wspolny dzielnik liczb catkowitych,
natomiast przez NWW najmniejszq wspolng wielokrotnosc liczb catkowitych.
Definicja

Liczbe naturalna d nazywamy NWD liczb catkowitych a i b, jezeli dla dowol-
nej liczby catkowitej x prawdziwa jest implikacja:

(zlaNz|b)=z|d
Definicja
Liczbe naturalng w nazywamy NWW liczb catkowitych a i b, jezeli dla do-

wolnej liczby catkowitej x prawdziwa jest implikacja:

(alzAb|z)=w|x



20 Algorytm wyznaczania NWD i NWW liczb catkowitych

Przyklad 1
Znajdz NWD(32,112)

Rozwigzanie

Znajdujemy rozktad liczb 32 oraz 112 na czynniki pierwsze tak, jak to przed-
stawiono ponizej:

32| 2 112 | 2
16 | 2 o6 | 2
8 |2 28 |2
4 |2 14 | 2
2 |2 77
1 1

Z powyzszego odczytujemy, ze
32=2-2.2.2.2=2".7°
oraz
112=2-2.2.2.7=2*.7"
Poniewaz min{5,4} = 4 oraz min{0, 1} =0 , wiec
NWD(32,112) = 2* - 70 = 2* = 16

Przyklad 2
Znajdz NWW(32,112)

Rozwigzanie

Zmajdujemy rozktad liczb 32 oraz 112 na czynniki pierwsze tak, jak to przed-
stawiono ponizej:

32| 2 112 | 2
16 | 2 o6 | 2
8 |2 28 | 2
4 |2 14 |2
2|2 707
1 1

Z powyzszego odczytujemy, ze

32=2.2.2.2.2=2°.7°



21
oraz

112=2-2.2.2.7=2%. 7%,

Poniewaz max{5,4} = 5 oraz max{0,1} =1, wiec

NWW(32,112) = 2° . 7' = 224

Twierdzenie 1
Dla liczb catkowitych a, b, ¢ réznych od 0 zachodzg nastepujgce wzory:

1. NWD(a, —b) = NWD(a, b)

2. NWD(a,b+ a) = NWD(a,b)

3. NWD(a,b —a) = NWD(a, b)

4. NWD(a - b,a-c) =a-NWD(b, )

5. NWD(a, b,¢) = NWD(NWD(a, b), ¢)

6. NWW(a, b, c) = NWW(NWW(a,b), c)

7. NWD(a,b) - NWW(a,b) =a-b

Twierdzenie 2 (O dzieleniu z resztq)
Dla dowolnych liczb catkowitych a,b, b # 0 istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitych p, v o tej wlasnosci, ze:

a=p-b+r

przy czym 0 < r < |b).
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Fuklidesa to metoda wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielni-
ka dwoch liczb naturalnych.

Dla prostoty dziatanie Algorytmu Euklidesa przedstawimy na ponizszym
przyktadzie:

Euklides z Aleksandrii ( ur. ok. 365 r. p.n.e., zm. ok. 300 r. p.n.e.)
— matematyk grecki pochodzqcy z Aten, przez wiekszos$é zycia dziatajgcy w
Aleksandrii. Autor jednych z pierwszych prac teoretycznych z matematyki.
Glowne jego dzielo to Elementy (tytul grecki Stoicheia geometrias). Ele-
menty sq pierwszq probg aksjomatycznego ujecia geometrii i byly podstawo-
wym podrecznikiem geometrii do XIX wieku. Elementy byly bardzo poczytne
- przettumaczono je mna olbrzymig '
liczbe jezykow, zas liczbg wydan uste-
pujqg jedynie Biblii. Fuklides usys-
tematyzowal owczesng wiedze mate-
matyczng w postaci aksjomatyczne-
go wykladu; zachowaly sie tez dzie-
la z geometrii, optyki (m.in. prawo
odbicia Swiatla), astronomii, teorii
muzyki. Dostepne jest ttumaczenie
pierwszych osmiu ksigg z 1817 do-
konane przez Jozefa Czecha na je-
zyk polski napisane jezykiem staro-
polskim. Teraz trwajg prace nad ba- i
daniem "Ksiegi Fuklidesa”, majg- Rysunek 4: Euklides
cym za cel przettumaczenie na jezyk

polski przektadu angielskiego dokonanego i opublikowanego przez amerykan-
skiego profesora matematyki Davida Joyce’a. W projekcie tym biorg udziat
uczniowie szkot.

Przyklad
Wyznacz NWD(33,121).

Rozwigzanie
Poniewaz 121 > 33, zatem dzielimy z reszta liczbe 121 przez 33

121 = 3- 33 4 22

Otrzymujemy w ten sposob reszte rowng 22. Nastepnie liczbe 33 dzielimy
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przez te reszte.
33=1-22411

I tak postepujemy do momentu uzyskania reszty réwnej 0.

22=2-1140

Woéwezas ostatnia niezerowa reszta jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
danych liczb.
W naszym przypadku jest to liczba 11.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1
Za pomoca Algorytmu Euklidesa wyznacz NWD(6720, 3510).

Zadanie 2
Zmajdz najwiekszy wspoélny dzielnik i najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ na-
stepujacych liczb:

a) 5187 i 329.

(

(b) 7717 i 787,
(c) 324, 9288 i 549,
(

d) 23717 i 22818.

Zadanie 3
Zmajdz liczby calkowite xg, yo tak, aby :

23717 - 20 + 22818 - o = 1

Zadanie 4
Liczbe 78561 podzielono przez pewna liczbe naturalng a i otrzymano iloraz
rowny 136 oraz reszte r. Wyznacz a i r.

Zadanie 5
Liczba naturalna, ktérej suma cyfr jest podzielna przez 3 ma doktadnie czte-
ry dzielniki. Ponadto suma dzielnikéw tej liczby wynosi 80. Wyznacz te liczbe.
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Kongruencje

Defincja 1
Mowimy, ze liczba catkowita a przystaje do liczby catkowitej b modulo n,
n € N, jezeli n | a — b, co zapisujemy

a = b(mod n).

Whasnosci przystawania liczb wzgledem danego modutu podaje nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1
Dla liczb catkowitych a, b, ¢, d i liczby naturalnej n zachodzq nastepujgce
wlasnosci:

1. Jezeli a = b(mod n) i ¢ = d(mod n), to a + ¢ = b+ d(mod n).
2. Jezeli a = b(mod n) i ¢ = d(mod n), to a — ¢ = b — d(mod n).
3. Jezeli a = b(mod n) i ¢ = d(mod n), to a-c=b-d(mod n).
4. a = a(mod n).

5. Jezeli a = b(mod n), to b = a(mod n).

6. Jezeli a = b(mod n) i b = c¢(mod n), to a = ¢(mod n).

7. Jezeli a = b(mod n), to a® = b¥(mod n), k € N.

8. Jezeli przez r,(x) oznaczymy reszte z dzielenia liczby x przez liczbe n,
to zachodzi nastepujaca rownowaznosc:

a = b(mod n) <= r,(a) = r,(b)

Cwiczenie 1
Sprawdz,czy prawdziwe sg ponizsze zdania:

10 = 1(mod 3)

11 = 5(mod 4)
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1 = 1(mod 3)
2 = 2(mod 3)
Przyklad 1
Udowodnij,ze dla dowolnego n € N prawdziwe jest zdanie:
310" —1
Dowéd
Poniewaz:
10 = 1(mod 3),
zatem :

10" = 1"(mod 3)
10" = 1(mod 3),

co konczy dowdd.

Przyktad 2
Udowodnij,ze dla dowolnego n € N prawdziwe jest zdanie:

kE—1|k"—1
Dowod
Poniewaz
k = 1(mod (k — 1)),
zatem

E" = 1"(mod (k — 1))
k™ = 1(mod (k — 1)),

co konczy dowdd.
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Przyktad 3

Udowodnij,ze dla dowolnego n € N prawdziwe jest zdanie:

24 ’ 112n+1 _'_ 132n+1

Dowé6d
Poniewaz
11 = —13(mod 24),
zatem
112" = (—13)?"*(mod 24),
ale

(_13)2n+1 — _132TL+1
bo dla dowolnego n € N liczba 2n + 1 jest nieparzysta. Stad

1127+ 41321 = 0(mod 24),

co konczy dowdd.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1
Udowodnij, ze liczhaa =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-1241 jest liczba ztozona.

Zadanie 2
Znajdz liczbe pierwsza p, jesli wiadomo, ze liczby 4p? +1 i 6p® + 1 sg liczbami
pierwszymi.

Zadanie 3
Sprawdz, czy prawdziwe jest ponizsze zdanie:

51984 = 1983(mod 25)

Zadanie 4
Wykaz, ze liczba:

25n+1 + 45TL+1 o 6

jest podzielna przez 31.
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Zadanie 5

Jaka jest cyfra jednosci liczby 21090 ?

Zadanie 6
Niech p bedzie liczba pierwsza a liczby a i b liczbami catkowitymi, takimi, ze
a® = b*(mod p). Wykaz, ze wéwczas p dzieli a + b lub p dzieli a — b.

Zadanie 7

Rozwiaz nastepujace kongruencje:
a) 22 — 2z + 1 = 0(mod 5)

b) 2?2 — x4+ 1 = 0(mod 2)

Zadanie 8

O liczbie naturalnej a wiemy, ze przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3, a przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 2. Podaj kilka przyktadéw liczb spetniajacych
warunki zadania.

Cechy podzielnosci liczb

Dla liczb caltkowitych prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktore podaje
cechy podzielnosci:

Twierdzenie 1

(a) Liczba caltkowita jest podzielna przez 2, jezeli jej ostatnia cyfra jest pa-
rzysta.

(b) Liczba catkowita jest podzielna przez 3, jezeli suma jej cyfr dzieli sie
przez 3.

(c) Liczba calkowita jest podzielna przez 4, jezeli liczba ztozona z dwbch
ostatnich cyfr jest liczba podzielng przez 4.

(d) Liczba catkowita jest podzielna przez 5, jezeli jej ostatnia cyfra to 0 lub 5.

(e) Liczba catkowita jest podzielna przez 9, jezeli suma jej cyfr jest podzielna
przez 9.
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Poniewaz z zasadniczego twierdzenia arytmetyki wynika nastepujacy wnio-
sek:

Whiosek z Zasadniczego Twierdzenia Arytmetyki

Jezeli p 1 q, to liczby pierwsze rézne od siebie, to zachodzi nastepujgca row-
nowWaznosc:

(p-qln)<= (InnAqg|n)

Wiegc dla przyktadu, korzystajac z tego wniosku otrzymamy ceche podzielno-
sci liczby catkowitej przez 6 otrzymamy w nastepujacy sposob:
Poniewaz 6 = 2 - 3, oraz liczby 2 i 3 sg liczbami pierwszymi, wiec

(6] n) <= (2|nA3]|n).

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 1
Czy liczba 123456789 jest liczbg podzielng przez 97 Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2
Dobierz x tak, aby liczba 2382765 byta podzielna przez 3, ale nie byta po-
dzielna przez 9:

Zadanie 3
Ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 15 lub 207

Zadanie 4
Ile jest liczb mniejszych od liczby 50 i wzglednie pierwszych z liczbg 507

Zadanie 5
Ile jest naturalnych liczb 11-cyfrowych, z ktérych kazda jest podzielna przez
91 w jej zapisie dziesietnym wystepuja jedynie cyfry 015 7

Zadanie 6
Zmajdz wszsytkie dzielniki liczby 200014 — 2014.

Problem
Niech p i ¢ beda réznymi od siebie liczbami pierwszymi i niech n = p - q. Ile
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jest liczb mniejszych do n i wzglednie pierwszych z n?

Zadanie 7

Przyjmijmy, ze k oznacza liczbe catkowita. Udowodnij, ze suma czterech ko-
lejnych liczb nieparzystych bezposrednio nastepujacych po liczbie 2k jest
podzielna przez 8.

Zadania 8
Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest podzielna przez 3 Wykaz, ze ta liczba
dwucyfrowa jest podzielna przez 3.

Zadanie 9
Wykaz, ze suma trzech kolejnych naturalnych poteg liczby 3 jest podzielna
przez 13.

Zadanie 10
Wykaz, ze jesli w liczbie trzycyfrowej srodkowa cyfra jest rowna sumie skraj-
nych cyfr, to liczba ta jest podzielna przez 11.

Zadanie 11
Udowodnij, ze suma liczby dwucyfrowej i liczby utworzonej z tych samych
cyfr, zapisanych w odwrotnej kolejnosci, jest podzielna przez 11.

Zadanie 12
Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Roéwnania Diofantyczne

Definicja 1
Rownaniem diofantycznym nazywamy réwnanie, ktorego rozwigzania szuka
sie w zbiorze liczb catkowitych.

Nazwa: “Rownanie Diofantyczne”, wywodzi si¢ od matematyka greckiego
Diofantosa.

Wedtug legendy na jego nagrobku widnial napis:

7T jest grobowiec, w ktorym ztozono prochy Diofantosa. Przez jednqg szostq
jego zycia Bdg obdarzyl go mtodosciq, przez dalszq, dwunastq czesé Zycia jego
policzki byly pokryte brodg. Po siodmej dalszej czesci zZycia doSwiadczyl szcze-
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scia matzenskiego, w ktorego pigtym roku zostal ojcem syna. Nieszczesliwie
syn zyt tylko potowe lat ojca, ktory pozostat w smutku przez cztery ostatnie
lata swego zycia. Przechodniu, oblicz dlugosé jego zycial”

Cwiczenie 1
Rozwiaz powyzsza zagadke.

Diofantos ( ur. okolo 200/214 n.e., zm. okolo 284/298 n.e.) — matematyk
grecki  zZyjgcy w I wieku n.e. w Aleksandrii. Jest autorem
dzieta Arytmetyka, sktadajgcego sie
z 13 ksigg, z ktorych zachowalo sie
6 w jezyku greckim i 4 przetluma-
czone na arabski. Poszerza ono za-
kres sposobow rozwigzania réownan
do trzeciego stopnia wigcznie, wzgle-
dem wiedzy Babiloniczykow. Dziek:
wprowadzeniu symboli i skrotow (np.
na dziatanie odejmowania, symbol
réwnodci lub oznaczenie zmiennej)
Diofantos moze byé uznany za au-
tora jezyka algebraicznego. Diofan-
tos nie znat liczb ujemnych, jednak

odrozniat liczby ,dodawane” od ,o- Rysunek 5: Diofantos
degmowanych” przez stosowanie od-

powiednich znakow. Diofantos mial uwazaé sie za pierwszego matematyka,
ktory zastosowal znak réwnania - (=) oraz znak odejmowania (- ).

Przyklad 1
Rozwiaz ponizsze rownanie w liczbach catkowitych:

2
y=1+~
X

Rozwigzanie:
Poniewaz y € C, wiec 1 + % € C, skad wnosimy, ze % musi by¢ liczba
catkowita.
Szukamy zatem calkowitych dzielnikéw liczby 2. Latwo widaé, ze sg nimi
Dy ={-2,-1,1,2}.
Czyli

r=-2Vrx=—-1Vaex=1Vzr=2

Dla powyzszych x wyznaczamy y.
Dla z = -2 otrzymujemyyzl—l—_%:l—l:().
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Dla z = —1 otrzymujemyy:1+j%:1—2:—1.
Dlaleotrzymujemyy:1+%:1+2:3.
Dlax:2otrzymujemyy:1+%:1+1:2.

Odpowiedz
Rozwigzaniami powyzszego rownania sa nastepujace pary liczb catkowitych:

($,y) - <_270)7 (_17 _1)7 (17?))7 (272)

Przyktad 2
Rozwiaz ponizsze réwnanie w liczbach catkowitych:
ry+rt+y=4

Rozwigzanie:
Podstawiajac w powyzszym rownaniu x = s — 1 , y = v — 1, otrzymujemy
kolejno

(s—1)-(v=1)+s—1+v—-1=4

sv—s—v+1l+s—14+v—-1=4
sv—1=4
SV =09
Poniewaz s,v € C z powyzszego iloczynu otrzymujemy nastepujgce pary roz-

wigzan:

(s,v) = (=5,-1),(=1,=5),(1,5), (5, 1).

Ale

r=s—1 y=v—1.
Zatem
Dla (s,v) = (=5, —1) otrzymujemy :x = -5 — 1= —-6iy=—-1—-1= -2
Dla (s,v) = (=1, —=5) otrzymujemy :x = =1 —1=-2iy=-5—-1=—6
Dla (s,v) = (1,5) otrzymujemy :x =1 —-1=0iy=5—-1=4
Dla (s,v) = (5,1) otrzymujemy :x =5 —-1=4iy=1-1=0

Odpowiedz
Rozwiazaniami powyzszego réwnania sg nastepujace pary liczb catkowitych:

(IE, y) = (_67 _2)7 (_27 _6)7 (07 4)? (47 0)
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Przyktad 3

Rozwiaz ponizsze rownanie w liczbach catkowitych:

2?42z =y

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac dane réwnanie (korzystajac z wzoréw skroconego mnozenia)
otrzymujemy kolejno

2 4 2z =y

(x+1)2—1=1y?
(z+1)7 -y’ =1
(z+1-y) - (z+1+y) =1
(x—y+1)-(z4+y+1)=1

Poniewaz liczby x,y sa na mocy zatozenia liczbami catkowitymi, wiec liczby
r—y—+1, z4+y+1 tez sg liczbami catkowitymi, oraz jedynymi rozktadami liczby
1 na iloczyn dwéch liczb catkowitych sg 1-11 (—1)-(—1) totez otrzymujemy
do rozpatrzenia dwa ponizsze przypadki:

erv—y+1l=—1ANx+y+1=-1,skad
(xay) = (_270)
er—y+1l=1Nx+y+1=1,skad

(z,y) = (0,0)

Odpowiedz:
Rozwiazaniami powyzszego réwnania sg nastepujace pary liczb catkowitych:

(l‘, y) = (_27 _4)7 (07 0)

Przyktad 4

Rozwiaz ponizsze rownanie w liczbach catkowitych:

?4+2=y

Rozwigzanie:
Korzystajac z wzoru na réznice kwadratow mamy kolejno:

2+ 2=y
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x2_y2:_2

(x—y) (z+y)=-2
Poniewaz, jedyne mozliwe rozktady liczby —2 na iloczyn liczb catkowitych to
(—2)-1 oraz (—1) -2 wiec otrzymujemy stad cztery przypadki do rozwazenia:

e r—y=-2iz+y=1,skad 2z = —1, wiec x ¢ C czyli brak rozwiazan.
e r—y=1ix+y= -2 skad 2z = —1, wiec z ¢ C czyli brak rozwigzan.
e r—y=2iz+y=—1skad 2z =1, wiec = ¢ C czyli brak rozwiazan.
e r—y=—liz+y=2skad 2z =1, wiec = ¢ C czyli brak rozwigzan.

Reasumujac otrzymujemy

Odpowiedz
Powyzsze rownanie diofantyczne nie posiada zadnych rozwigzan.

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej

Definicja 1
Wartosé bezwzgledng liczby rzeczywistej = (inaczej modul x) okreslamy w
nastepujacy sposob :

2] x jezelix >0
€Tl =
—x jezeli x <0

Dla przykladu | — 6| = 6, |87| =87, |0 =0.

Podstawowe wtasnosci wartosci bezwzglednej podaje nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 1
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzg ponizsze wlasnosci:

(a) |z| =0,

(b) || =0 <=2z =0,
(©) [z +yl < |zl + 1y,
(

d) o =yl < 2| +[yl,
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(e) lz+yl = [l=] = lyll,
(£) |z =yl = llz| = Jyll,
(@) || - [yl = [z - yl,
(b) [z] = [yl = |z yl,
(i) |z* =

Przyklad 1

Rozwiaz réwnanie:

lz+3]=5

Rozwigzanie:
|z + 3| =5, zatem = + 3 = 5 lubz + 3 = —5, skad
r=2lubz=-8

Odpowiedz
Powyzsze rownanie posiada dwa rozwigzania x = 2, x = —8.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:

|z + 3| — 5| + 2| = 10

Rozwigzanie:
|||z + 3| — 5] + 2| = 10, wiec

|t 4+3|—=5]+2=101ub ||z + 3| =5/ +2=—-10

skad

||z +3| =5 =81lub ||z + 3] = 5| = —
Poniewaz wartos¢ bezwzgledna przyjmuje tylko wartosci nieujemne wiec réw-
nanie ||z + 3| — 5| = —12 jest sprzeczne czyli nie ma rozwiazan. Pozostaje

wiec nam tylko do rozpatrzenia réwnanie ||z + 3| — 5| = 8.
Jezeli ||z + 3| — 5] =8, to

lt+3—5=81lub Jxr+ 3| —5= -8,
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czyli
|z + 3| =13 lub |z 4 3] = 3.

Podobnie jak poprzednio wnioskujemy, ze rownanie |z+3| = —3, jest sprzecz-
ne zatem pozostaje do rozpatrzenia tylko réwnanie

|z + 3| =13
skad
r+3=13lubxr+3=-13
czyli
x =10 lub x = —16.

Odpowiedz

Powyzsze rownanie posiada dwa rozwigzania x = 10, v = —16.
Przyklad 3

Rozwiaz réwnanie:

? — |z| =0

Rozwigzanie:
Naa mocy wlasnosci wartoéci bezwzglednej |z|* = 22 otrzymujemy:

jzl* — || =0

Wytlaczajac wspélny czynnik (”|z|”) przed nawias mamy

2l(ja] — 1) = 0.
Skad
lz] =01lub |z| =1 =0
a wiec
z=0lub |z| =1.

czyli

r=0lubz=—-1lubx=1.
Odpowiedz

Powyzsze rownanie posiada trzy rozwigzania x = —1, x = 0,2 = 1.
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Przedzialy liczbowe

Definicja 1
Przedziatami liczbowymi nazywamy zdefiniowane ponizej w podpunktach

(a)-(h).
a) (a,b) ={z:a <z <b},

b) [a,b] ={x:a <z < b}

Do rozwigzywania nierownosci z wartosciag bezwzgledng uzyteczne bedzie na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1

Jezeliw(x) jest wyrazeniem algebraicznym zminnej x to zachodzg nastepujgce
wlasnosci:

1. |w(z)| < a < w(z) < aAw) > —a,
2. Jw(z)| < a <= w(zr) <ahw(x) > —a,
3. Jw(z)] > a <= w(z) > aVw() < —a,
4 |w(z)| 2 a <= w(r) 2 a ANw(z) < —a,

Przyktad 1
Rozwiaz ponizsza nieréwnos¢. Zbiér rozwiazan zapisz za pomoca przedziatu
i zaznacz na osi liczbowej.

|z —1] > 5
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Rozwigzanie:
lt—1]>b<=zx—-1>5Ver—1< -5
zatemxz > 6V < —4,

Odpowiedz
z € (—o0,—4) U (6,+00)

Przyktad 2
Rozwiaz ponizsza nieréwnosé. Zbior rozwigzan zapisz za pomoca przedziatu.

|z —1] <5

Rozwigzanie:
lr —1||<b<=z—-1<bAx—1>-5
zatem x < 6 Ax > —4,

Odpowiedz
x € [—4,6]

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1
Rozwiaz ponizsze nierownosci a nastepnie zapisz rozwigzanie uzywajac prze-
dzialéw oraz zaznacz je na osi liczbowej:

(a) [z — 1| > 11

(b) |72 — 27| < 2

(c) [x—6] <5

() [|x — 2 — 2| > 11

Zadanie 2
Rozwiaz nieréwnos¢
2? — 6|x| > |z| - 2.
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Uktad dwéch réwnan liniowych z dwiema nie-
wiadomymi

Pojecie ukladu i rozwigzania uktadu

Ukladem dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazy-
wamy dwa réwnania liniowe z ktérych kazde zawiera dwie niewiadome ( x i
y ) zapisywane najczesciej w nastepujacy sposob

(1)

axr + by =c
de+ey=f

gdzie a, b, c,d, e, f sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi, natomiast x,y pel-
nig role niewiadomych.

Rozwigzaniem ukladu (1) nazywamy kazda pare uporzadkowana (o, yo)
dla ktorej spetnione sg jednocze$nie rownosci

azo + byg = c oraz dxg + eyy = f. (2)

Rozwigzaé¢ uklad réwnan to znaczy znalezé wszystkie jego rozwigzania
lub stwierdzi¢, ze nie posiada zadnych rozwigzan .

Typy uktadéw

Ze wzgledu na ilo$é rozwiazan uktady réownan postaci (1) mozemy po-
dzieli¢ na trzy rodzaje:

e uklady oznaczone to znaczy takie, ktére majg doktadnie jedno roz-
wiagzanie,

e uklady nieoznaczone to znaczy takie, ktére majg nieskonczenie wie-
le rozwiazan,

e uklady sprzeczne to znaczy takie, ktére nie maja wcale rozwigzan.



39

Metody rozwigzywania ukladu dwéch réwnan
liniowych, z dwiema niewiadomymi

Metody rozwigzywania uktadu dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiado-
mymi przedstawimy na przyktadzie uktadu:

or — 3y =3
—2xr — 4y = —22.

(3)

(a) Metoda podstawiania.
7 pierwszego rownania wyznaczamy niewiadoma x, mianowicie
3 3
r=-vy+— 4
Pt (4)
i wstawiamy ja do drugiego réwnania otrzymujac w ten sposéb rownanie z
jedna niewiadoma postaci:

3 3
o (2y+2) —ay=—22 |5
<5y+5> Y |

—6z —6—20y =—110 |+6
—26y = —104 | :(—26)
y = 4.

Podstawiamy teraz y = 4 do wyrazenia (4) i obliczamy w ten sposéb wartosé
drugiej niewiadomej:
3 3 12 15

x—5~4+5— 5 +5— 5 =3.
Zatem potencjalnym kandydatem na rozwiazanie uktadu (3) jest para (3,4).
Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, ze para (3,4) jest rzeczywiscie rozwiazaniem
uktadu (3) co pozostawiamy czytelnikowi.
(b) Metoda przeciwnych wspétczynnikéw.
Mnozymy pierwsze réwnanie uktadu (3) obustronnie przez 2 drugie zas obu-
stronnie przez 5 (robimy to dlatego by wspdtezynniki liczbowe przy niewia-
domej x w pierwszym i w drugim réwnaniu byty liczbami przeciwnymi).
Otrzymujemy w ten sposob uktad:

{10x—6y:6

_ (5)
~10z — 20y = —110.

Teraz dodajemy do siebie stronami réwnania uktadu (5) w nastepujacy spo-
sOb
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10z —6y = 6
+ | =10z —20y = -110
| = —26y = -104.

Otrzymujemy w ten sposéb jedno réwnanie z jedng niewiadoma y :

— 26y = —104 | : (—26) (6)
Po rozwigzaniu ktérego otrzymujemy szukang wartos¢ y = 4. Teraz podsta-
wiajac te warto$¢ do ktéregokolwiek z réwnan uktadu (3) np. do drugiego
otrzymujemy kolejno:
—2r—4-4=-22
—2z — 16 = —22
—2z = —6
T =3.

Tak wiec potencjalnym kandydatem na rozwiazanie uktadu jest para (3,4) i
pozostaje tak jak poprzednio tylko sprawdzenie, ze para ta w istocie rozwig-
zaniem jest.

(c) Metoda wyznacznikéw.

Zanim przedstawimy te metode wprowadzimy pewne pojecia, ktore beda w
dalszej czesci uzyteczne. Pojeciami tymi beda: pojecie macierzy kwadratowej
stopnia 2 1 pojecie wyznacznika macierzy kwadratowej stopnia 2.

Tak wiec macierzg kwadratowg stopnia 2 nazywamy tablice o dwoch wier-
szach i dwoch kolumnach, ktorej elementami sg liczby rzeczywiste, zapisywa-
na w nastepujacy sposob:

A_[all 6112]'

Q21 A22

Kazdej macierzy A (takiej jak powyzej) odpowiada pewna liczba rzeczywista
okreslona nastepujaco:

detA = a11 * Q22 — A21 * A12.

Liczbe ta nazywamy wyznacznikiem macierzy kwadratowej stopnia 2 i ozna-
czamy tak jak zrobiono to powyzej symbolem detA.
Rozwazmy teraz nasz uktad réwnan:

ar +by=c
dx +ey = f.

Uktadowi temu odpowiadaja trzy macierze okreslone nastepujaco:
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a b c b a ¢
=[5 el 2)e 5]

Mozna udowodnié, ze jezeli detU # 0 to uktad (7) ma doktadnie jedno
rozwigzanie, ktore wyraza sie wzorami:

_ detu, _ dety,
L= "detv Y = detv’

ktore nosza nazwe wzoréw Cramera .
Powr6émy teraz do naszego uktadu:

or — 3y =3
—2r — 4y = —22.

W tym przypadku mamy:

detU = det l _52 :i ] =5-(—4) — (=2) - (—3) = —26,

3 -3
detU, = det [ _99 _4 ] 3:-(—4)—(-22)-(=3) = =718,
detlU =det | ° 3 | —5.(~22)~ (~2)-3 = —104
Wy =t g 99 |7 = —104.

Zatem z wzorow Cramera otrzymujemy rozwiazanie:

_ 78 _ _ —lo4 _
x—726—3,y— —% = 4.

Czyli rozwiazaniem uktadu (8) jest para (3,4).

(d) Metoda graficzna.

Metoda graficzna polega na wykresleniu prostych, ktorych réwnania sg réw-
naniami uktadu réwnan (1). Wspélrzedne punktu przeciecia sie tych prostych
sa rozwigzaniem uktadu. Dla uktadu (8) metoda ta jest przedstawiona na po-
nizszym rysunku:
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2z — 4y = —22 A
6 +

Z rysunku odczytujemy, ze punkt A = (3,4) jest rozwiazaniem ukladu

(8).

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. W pewnej liczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest o 2 wiek-
sza od cyfry jednosci. Wiedzac ze liczba o przestawionych cyfrach jest o 18
mniejsza od poczatkowej wyznacz wszystkie liczby spetniajace warunki.

Zadanie 2. Uczniéw pewnej szkoly ustawiono w kwadrat (tj. tyle samo
rzedow, co uczniéw w rzedzie). Nastepnie prébowano ich ustawi¢ w prostokat,
zmniejszajac liczbe rzedow o 4, a zwiekszajac o 5 liczbe uczniéw w rzedzie.
Okazato sie, ze brakuje 3 uczniéw do wypetnienia tego prostokata. Ilu uczniow
liczyta ta szkota?

Zadanie 3. W pewnej klasie dziewczeta stanowity 25% liczby uczniéow. Do
klasy przybyta jedna osoba i woéwczas odsetek dziewczat wzrdst do 28%. Ilu
chtopcow jest w tej klasie?

Zadanie 4. Pierwszy rowerzysta wyjezdza na trase o godzinie 12 : 00. Z tego
samego miejsca pét godziny pézniej w tym samym kierunku wyjezdza drugi
rowerzysta. Oblicz predkosci obu rowerzystow, jesli wiadomo, ze drugi jedzie
o 5 km/h szybciej niz pierwszy i dogoni pierwszego o godzinie 14 : 30.
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Zadanie 5. Wnuczek ma tyle miesiecy co dziadek lat. Razem maja 91 lat.
Ile lat ma dziadek, a ile wnuczek?

Zadanie 6. Dwa lata temu Jacek byt dwa razy starszy od Piotrka. Za dwa
lata beda mieli razem 26 lat. Ile lat ma kazdy z nich?

Zadanie 7. W naczyniu znajduje sie 10 kg dziesiecioprocentowe] solanki.
Gdybyémy odlali pewna ilos¢ tej solanki, a nastepnie do pozostatej czesci
dolali pewna ilo$¢ szescioprocentowej solanki, to otrzymaliby$my 6 kg solanki
o$mioprocentowej. Ile kilograméw solanki musielibySmy odla¢, a ile dola¢?

Zadanie 8. Z miejscowosci A i B wyruszyli naprzeciw siebie dwaj podrdzni,
maszerujacy z réozng S$rednig predkoscig. Po spotkaniu jeden z nich musiat
jeszcze maszerowadé do celu 16 godzin, a drugi 9. Ile czasu potrzeba kazdemu
z nich na przebycie catej drogi?

Zadanie 9. Rozwiaz uktad réwnan.

sx(z+3) —sr+y=1+ 3a?
(x —3y)? —2*=3y(By — 1) — 6z(y + 1) + 3

Zadanie 10. Dany jest uktad réwnan.

r—y==k
4z + 2y = 10k + 6
(a) Wyznacz z ukladu réwnan z i y za pomoca k.
(b) Dla jakich k rozwiagzaniem ukladu jest para liczb ujemnych?

Zadanie 11. Rozwiaz uktady rownan

42
1Jr42ac2 o
4y
(a) 1+4y2 =z
422
14422

(b) {y2—2x—1

22 =2y—1

=X

2 4+ y* + 2% =23
(c) B
x4+ 2y +4z =22
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zx—z+:c+7

(f) {x —4x — 2y = -9

y? —2x — 4y = —9

2?2 — 2y = -5
(8) o =

ry =1

yz =2
(h) <zt=3

tu =4

ur =5

(r+y)? =4z
(i) {(y+2)° =4z

(z+2)* =4y

?—-3r=y-3

(G) 3> —3y=2—4
22-3z2=x-5

Nieré6wnos$¢é miedzy Srednimi

Zadanie 1
Udowodnij, ze $rednia arytmetyczna dwéch liczb jest nie mniejsza niz ich
srednia geometryczna, a ta z kolei nie mniejsza niz ich $rednia harmoniczna.

Rozwigzanie:
Musimy pokaza¢, ze dla dowolnych liczb x,y > 0 zachodza ponizsze nieréw-
nosci:

T+y 2

Z Ty =
2 L

8] =
< |~
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Mamy kolejno
(a—b)?>0

a?—2ab+ b >0
a? +b* > 2ab |: 2

2 b2
ot > ab
2
Podstawiajac
a=+z, b=\/y
otrzymamy

1 1
r=— Yy=-
v S
otrzymamy
1,1
brio 11
2 s v
skad
2
sv 2 ;
VT
zatem . 5
rTy
2 2\/$'y>1 1
s Ty

Twierdzenie 1
Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, as, ..., a,, zachodzi nastepujaca nieroéw-
nos¢:

o+ laz] + ... 1 |au] = {/m CQg . Gy
n
Przy czym réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |a1| = |as| = ... =
|an.
Problem 1

Sormutuj nieréwnosé¢ pomiedzy srednia geometryczng a $rednia harmoniczng
dla n liczb a nastepnie, opierajac sie na powyzszym twierdzeniu udowodnij

Ja.
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Przyklad 1
Sposrod wszystkich prostopadto$cianéw o polu powierzchni catkowitej row-

nym 6 znajdz ten, ktory ma najwieksza objetosc.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez a, b, ¢ dhugosci krawedzi prostopadtoscianu, przez S jego
pole powierzchni catkowitej, zas przez V' jego objetosc.
Mamy zatem:
S = 2ab + 2ac + 2bc = 6, skad otrzymujemy ab + ac + bc = 3, V = abe.
Vo2 = {(abe)? = §/(ab) - (ac) - (be).
Korzystajac z nierownosci miedzy srednimi otrzymujemy:
(ab) - (ac) - (be) < theoe — 3
VV? = 1. Podnoszac obustronnie do szedcianu otrzymujemy V2 = 13 = 1,
zatem V =1=1
Zatem objetos¢ tego prostopadtoscianu nie przekracza liczby 1, przy czym ta
rownos¢ zajdzie, wtedy i tylko wtedy, gdy ab = bc = ac, z czego wynika, ze
a=0b=c.

Odpowiedz
Najwieksza objetos¢ sposroéd wszystkich prostopadtoscianéw o polu powierzch-
ni catkowitej rownej 6 ma szescian o krawedzi dtugosci 1.

Uwaga !
Rozumujac, jak powyzej mozna uzasadni¢, ze sposréd wszystkich prostopa-
dtodcianéw o danym polu powierzchni catkowitej S najwieksza objetosé ma

S

szescian o krawedzi dtugosci /2.

Przyktlad 2

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nie-

réwnosce:
1 1
a+b+—+-2>4
a b
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Rozwigzanie
Korzystajac z nieréwnosci pomiedzy srednig arytmetyczng a geometryczng
mamy

a
podobnie
1 1
b+ —>2¢/b- - =2.
3 b

Dodajac powyzsze nierownosci stronami mamy

1 1
b+ -4+a+—->224+2=4.
b a

co nalezalo udowodnié.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 1

(a) Udowodnij, (nie korzystajac z nieréwnosci pomiedzy srednia arytme-
tyczna a geometryczng dla n liczb), ze

a+b+c+d>4vVabed
dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d.

(b) Sposréd wszystkich prostokatéw o polu powierzchni réwnym S znajdz
ten, ktéry ma najwieksze pole.

(c) Liczbe 100 roztéz na sume czterech sktadnikéw tak aby iloczyn tych
sktadnikéw byt najwigkszy.

Liczby wymierne i niewymierne

Definicja 1

Liczbe rzeczywista a nazywamy liczbg wymierng, jezeli istnieje taka liczba
catkowita p i liczba catkowita ¢ # 0, ze a = ’a’.

Zbior liczb wymiernych oznaczamy symbolem W.

Defincja 2
Liczby rzeczywiste, ktore nie sg liczbami wymiernymi nazywamy liczbami
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NLeWYMLETNYIM.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ponizsze liczby sg liczbami wymiernymi:
a) 7

b) —3.5

c) 0.(3)

Rozwigzanie:

ada) 7=1

ad b) —3.5 = =3
ad ¢) 0.(3) = 3.

Uwagal!
Kazda liczba catkowita k jest liczbg wymierna, gdyz k = %

Twierdzenie 1

Liczba rzeczywista 0 < a < 1 jest liczba wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rozwinigcie w systemie dziesigtnym jest albo skonczone, albo nieskoniczone
okresowe.

Powyzsze twierdzenie rozstrzyga o niewymiernosci dowolnej liczby rzeczywi-
stej (jezeli znamy jej rozwiniecie dziesietne), gdyz kazda liczbe rzeczywista
x mozemy zapisa¢ w postaci x = m + a, gdzie m jest liczba catkowita oraz
0<ax 1.

Udowodnimy teraz, ze istniejg liczby niewymierne.

Twierdzenie 2
Liczba v/2 jest liczbg niewymierna.

Dowéd
Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze v/2 jest liczba wymierng. Zatem istnieja
naturalne liczby wzglednie pierwsze p i ¢, ¢ # 0, takie ze V2 = %' Podnoszac

obustronnie do kwadratu otrzymujemy 2 = Z—z, czyli p* = 2¢?, zatem 2 | p*. Z
zasadniczego twierdzenia arytmetyki wynika, ze 2 | p. Zatem p = 2k, k € N.
Otrzymujemy dalej (2k)% = 2¢?, czyli 4k* = 2¢?, skad ¢® = 2k?, czyli 2 | ¢°,
wiec 2 | q.

Zatem NWD(p, q) > 2, sprzecznos¢.

Zatem zalozenie, ze /2 jest liczba wymierna doprowadza nas do sprzecznosci,
czyli jest ono nieprawdziwe a to oznacza, ze liczba v/2 jest liczba niewymier-

na.
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Twierdzenie Pitagorasa

Zadanie 1

Za pomocy cyrkla i linijki zbuduj trojkat o bokach dtugosci:
a)a=2b=2c=1

b)a=3,b=2,c=2

c)a=3,b=4,c=5

d)a=5>b=12,c=13

i oblicz do kazdego przypadku a? + b* — ¢?. Co zauwazytes?

Grecki matematyk i filozof, zatozyciel tzw. szkoty pitagorejskiej w Krotonie
(potudnie Wtoch). W szkolej tej rozwazano miedzy innymi takie problemy
matematyczne, jak podwojenie szescianu, trysekcja kqta, kwadratura kotla itp.
Do klasycznej wiedzy matematyczne) przeszto stynne twierdzenie, powszechne
zwane twierdzeniem Pitagorasa. O
samym Pitagorasie wiemy niewiele.
Prqd filozoficzno-religijny zwigzany z
jego imieniem trwal przez dwa wieks
1 nie sposob ustalic, co on zawdzie-
cza Pitagorasow:, a co jego uczniom.
Dlatego mowicé nalezy raczej o pita-
goreizmie.

Rysunek 6: Pitagoras

Twierdzenie Pitagorasa
Niech a < b < ¢ bedg dlugo$ciami bokow trojkgta NABC. Wowczas trojkgt
ANABC jest prostokgtny, gdy a® + b* = 2.

Ponizej przedstawiamy jeden z wielu dowoddéw tego twierdzenia
Dowéd
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C

Konstruujemy kwadrat ABCD o boku dtugosci a + b. A nastepnie na boku
AB obieramy punkt E, taki, ze |[AE| = b,|EB| = a. Podobnie punkty F,G
i H. Wéwcezas trojkaty: ANAEH, AEBF, AGCF, ADGH sg przystajace z
zasady bkb, gdyz maja dwa boki réwnej dhugosci i katy zawarte miedzy tymi
bokami rownej miary. Wiec maja wszystkie odpowiednie boki rownej dtugo-
Sci 1 wszystkie odpowiednie katy rownej miary. Wynika stad, ze czworokat
EFGH jest kwadratem.

Zatem

Pipcp = (a+ b)? = a? + 2ab + b%. Z drugiej strony

Papcp = Peren +4 - Papy = +4-5 - ab

a?+2ab+b* = ¢ +2ab a zatem po przeksztalceniu otrzymujemy a?+b? = 2.
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Problem

Zmajdz i przedstaw inny dowod Twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Pitagorasa
Niech a < b < ¢ beda dlugo$ciami bokow trojkata AABC. Wowcezas jezeli
a’? 4+ b* = 2, to trojkat AABC jest trojkatem prostokatnym.

Zadanie 1

Uzasadnij, ze w trapezie prostokatnym roznica kwadratow podstaw jest row-
na réznicy kwadratéow przekatnych.

b

a

Rysunek 7:

Teza: a>-b? = f2-¢?

Okregi wpisane i opisane na czworokatach

Kat wpisany i kat srodkowy w okregu

Definicja 1

Kqgtem wpisanym w okrag o srodku w punkcie A i promirniu r opartym na
tuku C'D nazywamy dowolny kat, ktérego wierzchotek lezy na okregu, zas
jego ramiona przechodza przez punkty C' i D, oraz tuk CD lezy wewnatrz
tego kata.

Definicja 2

Kqgtem srodkowym w okregu o srodku w punkcie A i promieniu r opartym na
tuku C'D nazywamy dowolny kat, ktérego wierzchotek jest srodkiem okregu,
za$ jego ramiona przechodza przez punkty C'i D, oraz tuk C'D lezy wewnatrz
tego kata.
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Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktore podaje zwiazek pomiedzy miara ka-
ta wpisanego i miarg kata $rodkowego, ktore sa oparte na tym samym tuku.

Twierdzenie 1
Niech dany bedzie okrag o srodku w punkcie A i promieniu r i niech C, D, E
beda réznymi punktami na okregu. Wowczas:

|LCDA| =2 |{CDE]

Whiosek
Wszystkie katy wpisane w okrag oparte na tym samym tuku maja rowne
miary.

Czworokaty wpisane w okrag

Jak wiadomo, kazdy trojkat mozna wpisa¢ w okrag. Wynika to z faktu, ze
symetralne bokow trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Nie jest to jednak prawda dla czworokatow, ani ogdlniej dla wielokatéw o
liczbie bokow wiekszej niz trzy.

Problem 1
Podaj przyktad z uzasadnieniem czworokata, ktorego nie da si¢ wpisa¢ w
zaden okrag.

Twierdzenie 1
Czworokat ABC'D da sie wpisa¢ w okrag, wtedy i tylko wtedy, gdy:

|{ABC| + |£ADC| = 180°

Czworokaty opisane na okregu

Podobnie, jak nie kazdy czworokat mozna wpisa¢ w okrag, tak réwniez nie
kazdy czworokat mozna opisa¢ na okregu.

Problem 1
Podaj przyktad z uzasadnieniem czworokata, ktérego nie da sie opisa¢ na
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zadnym okregu.
Podamy teraz warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby czworokat moz-
na byto opisa¢ na okregu.

Twierdzenie 1
Czworokat ABC'D da sie opisa¢ na okregu, wtedy i tylko wtedy, gdy

|AB|+|CD| = |AD| + |BC|

Zadanie 1
Przettumacz z jezyka angielskiego ponizsze zadania a nastepnie rozwiaz je:

e Can a rhombus that is NOT a square be inscribed in a circle?

e A regular 12 sided polygon is inscribed in a circle of radius 10. A,B,C,D.E
are its consecutive vertices taken in that order. Find the area of quad.
ABDE.

e Let’s say we have a rhombus with diagonals a and b, which contains
an inscribed circle. How can we find the area of that circle in terms of
a and b?

e What types of trapezoids have circumcircles?

Elementy kombinatoryki

Czy kiedykolwiek zasatnawialicie na ile sposobow moze zajsé¢ jakies zjawi-
sko? Dla niektorych z nich okreslenie na ile sposobow mogg zajsé¢ jest bardzo
proste. N.p. Ile jest wszystkich mozliwosci przy jednorazowym rzucie mone-
ta, czy tez szeScienng symetryczng kostka?

Jednak dla niektérych z nich okreslenie na ile sposobéw moga zaj$¢ jest na
tyle skomplikowane, ze bez znajomosci odpowiednich narzedzi kombinato-
rycznych zliczenie ich jest niemal niemozliwe.

Ponizej postaramy si¢ przedstawi¢ najbardziej elementarne narzedzia, kto-
rymi postuguje sie kombinatoryka, czyli dzial matematyki, ktory zajmuje sie
zliczaniem, na ile sposoboéw moze zaj$¢ jakies zjawisko. Powstata ona dzieki
grom hazardowym a dopiero pézniej rozwineta sie w gataz nauki.

Regula iloczynu
Jezeli pewnego wyboru mozna dokonaé etapami,podejmujgc wielokrotnie de-
cyzje, co do wyboru poszczegolnych elementow, przy czym pierwszq decyzje
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podejmujemy na ny sposobow, drugg na ny sposoby itd. a ostatniq decyzje
podejmujemy na ny sposobow, 1 jesl te decyzje sq podejmowane niezalezinie
od siebie, to catkowita liczba mozliwych wyborow jest iloczynem liczb podej-
mowanych decyzji, tzn. wynosi

Ny -MNag - ... - Ny

Przyklad 1
Majac do dyspozycji: 2 pary butéw, 5 par spodni i 7 bluzek na ile sposobéw
mozemy sie ubraé¢?

Rozwigzanie.

Ubierajac si¢ musimy podja¢ 3 decyzje:

1 dotyczy butéw - wybieramy je na n; = 2 sposoby,

2 dotyczy spodni - wybieramy je na ns = 5 sposobéw,

3 dotyczy bluzki - wybieramy ja na ng = 7 sposobow.

Jesli nie dopasowujemy kolorow ubran i decyzje podejmujemy niezaleznie dla
kazdej czesdci garderoby, to na podstawie reguty mnozenia mozemy sie ubraé
na 2-5-7="70 sposobow.

Reguta dodawania

Jezeli mamy wybrac pewien element z dwoch zbiorow A i B przy czym zbior
A mam elementow a zbior B ma n elementow i zbiory te nie majg wspolnych
elementow to wyboru tego dokonac mozemy na doktadnie m + n sposobow.

Przyktad 2

Mamy do dyspozycji : 3 spodnice zotte i 2 czerwone oraz 4 bluzki zotte i
3 czerwone. Na ile sposobow mozemy sie ubraé, jezeli chcemy, aby bluzka i
spddnica byly w tym samym kolorze?

Rozwigzanie.

Mamy do wyboru dwa kolory, w ktére mozemy sie ubraé: zotty - wtedy musi-
my wybrac jedng z trzech z6ttych spodnic i jedng z czterech zottych bluzek,
zatem mozemy ubraé si¢ na z6tto na 3 -4 = 12 sposobow,

albo

czerwony - wtedy musimy wybra¢ jedng z dwoch czerwonych spodnic i jed-
ng z trzech czerwonych bluzek, zatem mozemy ubraé¢ sie na czerwono na
2 -3 = 6 sposobdéw.Poniewaz ubierajac sie na zétto nie mozemy jednoczesnie
ubra¢ si¢ na czerwono i odwrotnie. Zatem zgodnie z reguta dodawania mamy
12 + 6 = 18 sposobéw ubrania sie.
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Jezeli podejmujemy kilka niezaleznych decyzji czesciowych, ktére dotycza
jednego catosciowego wyboru, to liczby decyzji mnozymy, jesli natomiast do-
konujemy wykluczajacych sie wyboréw, to liczby wyboréw dodajemy.

Permutacje

Definicja

Permutacjg (przestawieniem) nazywamy ustawienie elementéw danego zbio-
ru w pewnej kolejnosci. Liczba permutacji okresla na ile sposobow mozemy
ustawi¢ elementy zbioru w kolejce.

Powiedzmy, ze mamy zbiér A, ktéry ma n elementéw i chcemy wyznaczy¢
liczbe wszystkich mozliwych ustawien tych elementéw w kolejce. Musimy
wiec podja¢ n wyboréw dotyczacych tego, jaki element ustawi¢ na kolejnym
miejscu.

1 wybér —na pierwszym miejscu w kolejce mozemy ustawi¢ kazdy z n ele-
mentow

2 wybor — na drugim miejscu w kolejce mozemy ustawic¢ juz tylko n — 1 ele-
mentéw (bo jeden zostal juz wykorzystany)

3 wybor — na trzecim miejscu w kolejce mozna ustawi¢ juz tylko n — 2 ele-
menty (bo 2 elementy sa juz wykorzystane), itd.

(n—1)-wszy wybo6r —na przedostatnim miejscu w tej kolejce mozemy ustawié
juz tylko 2 elementy,

n-ty wybor- na ostatnim miejscu mozemy ustawic¢ juz tylko jeden element
Zatem zgodnie z reguta mnozenia liczba mozliwych wyboréw kolejnosci to:

n-n—1)-n—-2)-...-2-1

Jest to iloczyn liczb naturalnych od 1 do n. Oznaczamy go n! (czytamy n
silnia). Zatem liczbe P, wszystkich permutacji zbioru n- elementowego mo-
zemy zapisa¢ w nastepujacy sposob :

P, =n!

Przyklad

Na ile sposobow mozna ustawi¢ w kolejce do kasy biletowej 5 panéw i 4 panie,
jezeli:

a) panowie sa dzentelmenami i przepuszczaja panie przodem?

b) panowie nie byli grzeczni i wepchneli sie przed panie?

¢) kolejnosé nie zalezy od ptci?
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Rozwiazanie a)

Panie mozna ustawi¢ w obrebie czterech pierwszych miejsc w kolejce na
4! =4-3-2-1 = 24 sposoby, panéw natomiast na kolejnych pieciu miejscach
nabl=5-4-3-2-1 =120 sposobéw. Kazde ustawienie pan moze wystapic¢ z
kazdym ze 120 ustawien panéw. Wyboru kolejnosci pan i panéw dokonujemy
niezaleznie, wiec (korzystajac z reguly iloczynu) mamy 4!-5! = 24-120 = 2880
takich mozliwych ustawien.

Rozwiazanie b)
Mozliwych ustawien jest tyle samo.

Rozwiazanie c)
Ustawiamy w kolejce dziewigcioro ludzi niezaleznie od plci, co mozna zrobié¢
na9'=9-8-...-3-2-1 czyli na az 362880 sposobdw.

Wariacje

Tworzenie wariacji polega na k- krotnym wybieraniu pojedynczych elemen-
tow z posrod n elementow, jakie mamy do dyspozycji. Elementy wybierane
sg po kolei, a nie wszystkie na raz.

Wyrézniamy dwa rodzaje wariacji, w zaleznosci od tego, czy po wybraniu
danego elementu moze on by¢ uzyty jeszcze raz i wybrany ponownie (nazy-
wamy go wariacjg z powtérzeniami), czy tez raz wybrany element nie moze
by¢ wybrany ponownie (wariacja bez powtdrzen,).

Wariacje z powtérzeniami
Wybieramy kolejno k£ elementéw sposrod n, ktore mamy do dyspozycji. Za
kazdym razem wybrany element wraca do pozostatych i moze by¢ wybrany
ponownie. Zatem musimy podjaé¢ k decyzji:
1 decyzja - na pierwszym miejscu mozemy ustawi¢ dowolny z n elementow,
2 decyzja - na drugim miejscu mozemy ustawi¢ znowu dowolny z n elemen-
tow, itd.
k- ta decyzja - na ostatnim miejscu mozemy ustawi¢ dowolny z n elementow.
Na podstawie reguty iloczynu wszystkich mozliwych ustawien k elementow
wybieranych sposréd n elementéw (jesli wybierane elementy moga sie powta-
rzac) jest:

Wk=n-n-n.-....n=n"
k—razy

Przyktad
Ile stacjonarnych numeréw telefonicznych jest dostepnych w poznanskiej cen-
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trali? Wszystkie numery sg dziewieciocyfrowe i zaczynaja si¢ numerem kie-
runkowym 61.

Rozwigzanie:

Poniewaz dwie pierwsze cyfry sa juz ustalone 61, pozostalo nam do roz-
wazenia siedem pozostalych pozycji. Cyfry moga sie na nich powtarzaé, a
kolejnos¢ wystepowania cyfr w numerze tez jest istotna. Wybieramy zatem
jedna z 10 cyfr na 1] miejsce, jedna z 10 na I'V miejsce itd. az jedng z 10
cyfr wybierzemy na ostatnim /X miejscu.

Wyboréw kolejnych cyfr dokonujemy niezaleznie, zatem jest ich tyle, ile sied-
mioelementowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru dziesigcioelementowe-
go, czyli:

W/, = 10" = 10000000

Wariacje bez powtoérzen

Wybieramy kolejno k£ elementéw sposrod n, ktére mamy do dyspozycji, ale
raz wybrane elementy nie moga zosta¢ uzyte ponownie. Zatem musimy pod-
ja¢ k decyzji:

1 decyzja - na pierwszym miejscu mozemy ustawi¢ dowolny z n elementow,

2 decyzja - na drugim miejscu mozemy ustawic¢ znowu dowolny z pozostatych
n — 1 elementéw, itd. (za kazdym razem mamy do dyspozycji o 1 element
mniej niz poprzednio)

k- ta decyzja - na ostatnim miejscu mozemy ustawi¢ dowolny z pozostatych
n —k + 1 elementow.

Zatem na podstawie reguty iloczynu liczba wszystkich mozliwych k- elemen-
towych wariacji bez powtorzen ze zbioru nelementowego wyraza sie wzorem:

n!

Vk:n.(n—l)-...'(n_(k_l)):m

Przyktad
W sali lekcyjnej jest 30 miejsc . Na ile sposobéw 5 uczniéw moze zaja¢ miej-
sca , jezeli kazdy z nich siada gdzie chce?

Rozwigzanie:
Kazdemu rozmieszczeniu uczniéw w klasie (czyli zajeciu przez nich miejsc)odpowiada
doktadnie jedna 5-elementowa wariacja bez powtorzen ze zbioru 30-elementowego,
czyli wszystkich mozliwych rozmieszczen bedzie doktadnie:

300 25!-26-27-28-29-30

5 _ Y _
Vip = 55 = 5] = 17100720
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Kombinacje

Kombinacjg nazywamy wybor catej grupy k-elementowej sposrod n elemen-
tow, jakie mamy do dyspozycji. Nie jest istotna kolejnosé elementow, jakie
wybierzemy, i zaden nie moze by¢ wybrany dwukrotnie. Liczbe takich wybo-
réw zapisujemy tzw. symbolem Newtona (Z) (czytamy: n po k).

Kazdej kombinacji k- elementowej ze zbioru n- elementowego odpowiada do-
ktadnie k! kelementowych wariacji bez powtérzen ze zbioru n- elementowego,
gdyz kazde k elementéw mozemy ustawi¢ w kolejce na k! sposobéw. Zatem
wszystkich tych kombinacji bedzie:

Przyktad
Klasa liczy 25 0s6b. Na ile sposobéw mozna wybra¢ 3-osobowsa delegacje spo-
$roéd uczniow tej klasy.

Rozwigzanie:

Wazne sg dwie rzeczy: nie jest istotna kolejnos¢, w jakiej dokonujemy wyboru
uczniéw i uczen moze zosta¢ wybrany do delegacji tylko raz.Wobec tego wy-
starczy zastosowaé wzor na liczbe mozliwych wyboréw 3 elementéw sposrod
25:

= 2300

25\ 25! 250 221.23.24.25
3 31-(25—3)!  3!.220 22!-6

Zadania
Zadanie 1. Ktoére z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore falszywe:

a) Py-Ps > W,

b) Py- P> Vi

c) D5 CP =V

Zadanie 2. Na przyjeciu spotkata si¢ pewna liczba znajomych. Wszyscy
znajomi przywitali sie (kazdy z kazdym) poprzez uscisniecie dtoni. Wiado-

mo, ze nastapito dziesie¢ usciskow dtoni. Ilu przyjaciot spotkato sie na tym
przyjeciu:

a) b

b) 4
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c) 4-25-19-5

Zadanie 3. Na sale gimnastyczna whiegto pie¢ dziewczat i pigciu chtopcow.
Nauczyciel polecit im ustawi¢ sie w szeregu. Ile jest wszystkich mozliwych
ustawien tych oséb w szeregu:

a) 10!
b) 5! 5!
c) Vig

Zadanie 4. Na ile r6znych sposobow moga trzy osoby wsigs¢ do tramwaju
ztozonego z dwoch wagonow:

a) 23

b) 32

c)2:2:2:2-2-2-2

Zadanie 5. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ cztery osoby na trzy grupy:
a) 6

b) (:)

c)2-2-2-2

Zadanie 6. Ile stéw (niekoniecznie majacych sens ) mozna utozy¢ ze stowa

"SZKOLA™:

a) 6

b) 1-2-3-4-5-6
c) 6!

Zadanie 7. Na ile sposobéw mozna wybraé sze$¢ liczb z czterdziestu dzie-
wigciu liczb:

a) 6!
b) (469>
c) 49-6
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Zasada szufladkowa Dirichleta

Twierdzenie 1
Jezeli m przedmiotow umieScimy w k szufladkach, przy czym m >k, to w co
najmniej jednej szufladce znajdg sie co najmniej dwa przedmioty.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (ur. 13 lutego 1805 w Diiren, zm.
5 maja 1859 w Getyndze) — niemiecki matematyk francuskiego pochodzenia.
Byt wykladowcqg uniwersytetow we _ TP~

Wroctawiu, Berlinie i Getyndze. Je- -

go prace dotyczq teorit liczb, szere-
gow liczbowych, analizy matematycz-
nej, rachunku wariacyjnego i fizy-
ki teoretycznej. Udowodnit zbieznosc
szerequ Fouriera (warunki Dirichle-
ta), jest autorem zasady szufladko-
wej Dirichleta.

Rysunek 8: J. Dirichlet

Zadanie 1
Przettumacz z jezyka angielskiego ponizsze zadania a nastepnie rozwiaz je
uzywajac Zasady szufladkowej Dirichleta:

e There are 50 baskets of apples. Each basket contains no more than
24 apples. Show that there are at least 3 baskets containing the same
number of apples.

e Show that among any 4 numbers one can find 2 numbers so that their
difference is divisible by 3.

e Show that among any n+1 numbers one can find 2 numbers so that
their difference is divisible by n.

e Show that for any natural number n there is a number composed of
digits 5 and 0 only and divisible by n.
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e Given 12 different 2-digit numbers, show that one can choose two of
them so that their difference is a two-digit number with identical first
and second digit.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli przeprowadzamy pewne do$wiadczenie, w ktérym mozemy otrzymac
doktadnie m réznych wynikéw i rozwazamy pewne zdarzenie, ktérego zajsciu
sprzyja dokladnie k& wynikéw (sposréd tych wszystkim m mozliwych wyni-
kéw) to prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest réwne:

Zadanie 1
Przettumacz z jezyka angielskiego ponizsze zadania a nastepnie rozwiaz je:

e A die is rolled, find the probability that an even number is obtained.
e Two coins are tossed, find the probability that two heads are obtained.

e A die is rolled and a coin is tossed, find the probability that the die
shows an odd number and the coin shows a head.

e A card is drawn at random from a deck of cards. Find the probability
of getting the 3 of diamond.

e A card is drawn at random from a deck of cards. Find the probability
of getting a queen.

e The blood groups of 200 people is distributed as follows: 50 have type
A blood, 65 have B blood type, 70 have O blood type and 15 have type
AB blood. If a person from this group is selected at random, what is
the probability that this person has O blood type?

e What is the probability of getting an odd number when rolling a single
6-sided die?

e What is the probability of getting a 7 after rolling a single die numbered
1 to 67

e What is the probability of choosing a king from a standard deck of
playing cards?
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e Let C be the number rolled on the first die and A be the number rolled
on the second die. Show that the probability of C being equal to A is
1/6.

e Gareth was told that in his class 50% of the pupils play football, 30%
play video games and 30% study mathematics. So if he was to choose a
student from the class randomly, he calculated the probability that the
student plays football, plays video games, and studies mathematics is
50% + 30% + 30% = 1/2 + 3/10 + 3/10 = 11/10. But all probabilities
should be between 0 and 1. What mistake did Gareth make?

Geometria

Przyjmujemy wz6r na pole prostokata o bokach dtugosci a, b :

P=a-b

Przyklad 1
Wyprowadz wzér na pole trapezu.

Oob-------
=3

a

Rysunek 9:

Rozwigzanie
Latwo widaé¢ (Rysunek 1), ze:

Piper = Papr + Ppcer + Pepe

Poniewaz |AB| = z,|BC| =b,|CD| =a— (x +b) = a — x — b, zatem
PADEFZ%thbh—F%:%—th—F%—@—%
Po redukcji otrzymujemy zatem

ah  bh a+b)-h
PADEF:?‘F? (2)
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Przyktad 2

Dany jest rownolegtobok ABC'D. Na przedtuzeniu przekatnej AC' wybrano
punkt K taki, ze dtugosci odcinkéw AC' i C'K sa réwne. Uzasadnij, ze pole
trojkata AC'D jest réwne polu trojkata CDK.

Rozwigzanie

Rysunek 10:

Latwo zauwazy¢, ze ze odcinek h jest zarowno wysokoscig trojkata AC'D
opuszczong na bok AC oraz wysokoscia trojkata DC'K opuszczong na prze-
dtuzenie boku CK.

Papc = 4 Popy = 19510

Ale |AC| = |CK| = a.
Zatem PADC = PC’DK =

ah
2

Przyktad 3

Boki réwnolegtoboku ABC'D sa réwne a i b(a > b). Uzasadnij, ze dtugosci
odcinkéw, na ktére dwusieczna kata ostrego rownolegtoboku podzieli bok o
dhugosci a wynoszg b oraz a—b.

L=

A a B

Rysunek 11:

Rozwigzanie
Wprowadzamy na rysunku dodatkowe oznaczenia:

7 wlasnosci dwusiecznej kata ostrego wynika, ze miary katow DAE i BAE
sa réwne ( na rysunku oznaczone zostaly jako ). Katy BAE = (3 oraz
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D E~~ c
a ¥
b'p
Ji]
A a B
Rysunek 12:

AED = v sa katami naprzemianlegtymi, czyli sa réwnej miary . Zatem § = ~.
Z tego wynika, ze trojkat AED jest réwnoramienny ( katy przy podstawie
sa jednakowej miary ). Stad dalej otrzymujemy, ze |AD| = |DE| = b.
Odcinek |EC| = |DC|-|DE| = a-b

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1
Wyprowadz wzor na pole trojkata.

Zadanie 2
W trapezie ABC'D przedtuzenia ramion AD i BC' przeciety sie w punkcie F
(rysunek). Uzasadnij, ze kat AEB jest katem prostym.

Rysunek 13:

Zadanie 3

Uzasadnij, ze dwusieczna kata wewnetrznego trojkata ABC i dwusieczna ka-
ta zewnetrznego przy tym samym wierzchotku sg prostopadte. Pamigtaj, ze
katem zewnetrznym trojkata nazywamy kat przyleglty do kata wewnetrznego.

a - dwusieczna kata zewnetrznego, b - dwusieczna kata wewnetrznego
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Rysunek 14:

Zadanie 4
Na podstawie rysunku uzasadnij, ze trojkat C ED jest prostokatny.

60°

Rysunek 15:

AB||CD, AD||BC, |AE| = |AD| = |EB]

Zadanie 5

W tréjkacie prostokatnym ABC wykonano nastepujace czynnosci:
1. przedtuzono przeciwprostokatna AB,

2. odtozono odcinki AD = AC oraz BE = BC.

Uzasadnij, ze kat DC'E ma miare 135°.

D A B E

Rysunek 16:

Zadanie 6

Potproste AM i BM sa dwusiecznymi dwoch katéw trojkata ABC. Udowod-
nij, ze trojkat ten jest réwnoramienny.

Zadanie 7

Punkt F jest érodkiem boku AB réwnolegtoboku ABC D. Punkt ten pola-
czono z wierzchotkiem C'. Uzasadnij, ze pole trojkata EBC jest trzy razy
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Rysunek 17:

mniejsze od pola czworokata AECD.

Zadanie 8
Kqt zewnetrzny trojkata jest to kazdy kat przylegly do kata wewnetrznego
tego trojkata (rysunek 18). Wykaz, ze suma miar wszystkich katéw zewnetrz-

nych trojkata jest réwna 720°.
c
ﬁ? b
A
i

Rysunek 18:

B

Zadanie 9
Czworokaty ABC'D i APQR sa kwadratami ( rysunek 19). Udowodnij, ze
|BP| = |DR|.

Rysunek 19:

Zadanie 10
Na boku BC tréjkata ABC wybrano punkt D tak, by LKCAD = LABC.
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Rysunek 20:

Odcinek AFE jest dwusieczng kata DAB. Udowodnij, ze |AC| = |CE)| .

Zadanie 11
Uzasadnij , ze oba katy przy podstawie AB trojkata ABC' sg rowne .

o

a

Rysunek 21:

Zadanie 12
Trzy proste przecinaja si¢ w sposéb przedstawiony na rysunku , tworzac tréj-
kat ABC'. Uzasadnij, ze trojkat ABC' jest rOwnoramienny.

Rysunek 22:

Zadanie 13
Punkt D lezy na boku BC tréjkata réwnoramiennego ABC', w ktérym |AC| =
|BC| . Odcinek AD dzieli trojkat ABC' na dwa trdjkaty réwnoramienne w
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B
S

Rysunek 23:

taki sposob, ze |AD| = |CD| oraz |AB| = |BD| (zobacz rysunek ponizej).
Udowodnij, ze |[{ADC| =5 -|£LACD|
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Twierdzenie Talesa

Tales z Miletu (ok. 627 - 546 p.n.e.). Tales urodzil siec w Milecie, stolicy sta-
rozytnej greckiej prowincyi Jonia, nad morzem Egejskim. Jemu zawdzieczamy
stynne powiedzenie: ”Poznaj samego siebie!” Uwazany jest za jednego z "sied-
miu medrcow” starozytnosci, byt pierwszym, ktory oglosit ogolne wyniki do-
tyczqce obiektow matematycznych. Interesowal sie przede wszystkim figurami
geometrycznymi: kotami prostymsi i trojkgtamsi. Dowiddl, zZe kazdemu trojkato-
wi mozna przypisac okrqg: taki, ktory przechodzi przez trzy wierzchotki trojka-
ta 0 zaproponowat 0golng zasade konstrukcyi.

Tales byl zalozycielem jonskiej
szkoty filozofow przyrody. Brat ak-
tywny udzial w Zyciu politycznym 1
gospodarczym swego miasta. Utrzy-
mywal ozywione stosunki handlowe
z Egiptem, Fenicjg 1 Babilonig. To
byto powodem, iz do krajow tych od-
bywat czeste podroze. I prawdopodob-
nie wtedy zapoznal sie z osiggniecia- it 5
mt matematyky i astronomii Egiptu Rysunek 24: Tales z Miletu
i Babilonii. Gdy Tales wpatrywal sie
w niebo, by odkryc sekrety obrotow gqwiazd, wpadt do dziury. Mloda stuzgca,
ktora mu towarzyszyta powiedziata: ”Nie widzisz tego, co masz pod nogami, a
myslisz, Ze potrafisz zrozumieé, co sie dzieje na niebie!” Tales na owe czasy
byt wielkim astronomem, przewidzial zac¢mienie storica na dzien 28 V 585
r. p.n.e. co przysporzyto mu stawy. Pomierzyl rowniez wysokos¢ piramid za
pomocg cienia, ktore one rzucaty.

Jednym z twierdzen geometrii elementarne), sformutowanej przez Talesa,
jest twierdzenie zwane jego imieniem: Jesli ramiona kqta przecigé dwiema
rownolegtymi, to diugosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu kqgta sqg proporcjonalne do diugosci odpowiednich odcinkow na dru-
gim ramieniu kqta.

Talesa mozna uznaé za tego, ktory lgczgc teorie z praktyke zbudowal
fundamenty geometrii jako nauki dedukcyjnej, ktorej ukoronowaniem byty
Elementy FEuklidesa. Charakterystyczne sq pogledy filozoficzne Talesa. Zry-
waly one z panujgcg we wezesniejszych koncepcjach, dotyczgceych powstania
wszech$wiata, mitologiczng interpretacjq zjawisk przyrody. Tales za prapier-
wiastek rzeczywistosci vwazal wode, ktora miata otaczaé ze wszystkich stron
ptaski krgg Ziem.
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/\
VARN
/ O\

Rysunek 25:

Twierdzenie Talesa L
Jezeli ramiona kgta BOD przetniemy dwiema prostymi réwnolegltymi AC' i
BD, to zachodzi nastepujgca rownosc:

04| |OC|
|OB|  |OD|

Ponizej przedstawiony zostanie jeden z dowodéw Twierdzenia Talesa. Jest
to najstarszy zachowany dowdd tego twierdzenia, pochodzacy z VI. ksiegi
“Elementow” Euklidesa.

Dowé6d

Rysunek 26:

Zauwazmy, ze trojkaty CED i EAD maja wspolng wysokosé b/, zatem
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IPDE% = %. Poniewaz tréjkaty CED i BDC maja wspdlng podstawe |DC|

oraz wspolng wysokos¢ h, zatem Porpp = Pgpe.
St@d Pcep _ Pppc

Ppap Ppap
Trojkaty BDC' i ABC maja wspdlng wysokosé, zatem % = ‘ﬁ—g
Ponadto
Papc = Ppep + Pepa = Pepe + Pepa = Pape,
stad
|CE| _ Popp _ Pepc _ Pppc _ |BD|
|[EA| Prap Prap Papc |AB|
Przyktad

Dany odcinek AB podziel konstrukcyjnie na trzy réwne czeéci.

A \ \ EI\

Rysunek 27:

Rowigzanie

Przez punkt A prowadzimy prosta [ tak, aby utworzyla z odcinkiem AB kat
ostry. Na prostej [ z punktu A odkadamy trzy odcinki dowolnej, réwnej dtu-
gosci a. Uzyskujemy w ten sposéb punkty: C, D, E' na prostej [. Laczymy
prostg punkty E i B a nastepnie przez punkty C'i D prowadzimy proste k i
m rownolegte do prostej AB. Punkty przeciecia prostych k i m z odcinkiem
AB to szukane punkty podziatu.

Uwagal!

W analogiczny sposob jak w Przyktadzie powyzej mozemy podzili¢ konstruk-
cyjnie dowolny odcinek na dowolna, naturalna liczbe czesci.
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Wybrane ré6wnania wyzszych stopni

Paragraf ten zaczniemy od pewnej do$¢ oczywistej obserwacji:

Obserwacja 1
Jesli iloczyn pewnej iloSci liczb rzeczywisych jest rowny zero, to ktorys z czyn-
nikow tego iloczynu must bycé rowny zero.

Pokazemy teraz na przyktadzie jak zastosowal tg obserwacje do rozwigzy-
wania niektérych réwnan algebraicznych. Powiedzmy, ze chcemy rozwiagzaé
nastepujace rOwnanie

2? +52 =26

Pierwsza krok jaki zrobimy, to przeniesiemy wszystkie wyrazy danego réw-
nania na lewa strong, otrzymamy w ten sposob rowanie

2+ 55 —6=0

Drugim krokiem jaki wykonamy, to sprobujemy lewa strone naszego réwnania
zapisa¢ w postaci iloczynu dwoch czynnikow w ten sposob aby kazdy czynnik
tego iloczynu zawieratl niewiadoma “x” w pierwszej potedze. Mamy wiec
kolejno

245 —6=1+r—-62—-6=x-v+x-1+(=6) -2+ (-6)-1=

=z-(x+1)+(=6)-(z+1)=(r+1) (x4 (=6)) = (x + 1)(z — 6).
Nasze réwnanie mozemy wiec zapisa¢ w postaci

(x4 1)(z—6)=0

Korzystajac teraz z obserwacji 1 zauwazamy, ze jesli liczba x spetnia powyz-
sze rOwnanie to musi by¢ prawdziwa ponizsza alternatywa

r+1=0Ve—-—6=0
skad otrzymujemy, ze rozwigzaniami naszego réwnania sg liczby: —1 1 3.

Zwrbcimy tera na uwage na druga réwnie oczywista (jak obserwacja 1) rzecz
aczkolwiek rownie uzyteczng, bedzie nig nastepujaca obserwacja:

Obserwacja 2
Jezeli suma pewnej ilosct liczb rzeczywistych nieujemnych jest rowna zero, to
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kazdy sktadnik tej sumy musi byé rowny zero.

Zauwazmy na wstepie, ze z tej mozna by rzec trywialnej obserwacji wynika
na przyktad, ze rownanie
> +1=0

nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych. Jest tak dlatego, ze réwnosc
1 = 0 nie moze zajsc.

Podobnie jak poprzednio pokazemy teraz na przyktadzie jak zastosowaé ob-
serwacje 2 do rozwigzywania niektorych rownan algebraicznych. Powiedzmy,
ze chcemy rozwigza¢ nastepujace rOwnanie

2?4y =242y —2

Pierwsza krok jaki zrobimy, to przeniesiemy wszystkie wyrazy danego row-
nania na lewg strone, otrzymamy w ten sposob réwanie

24 y?—22—2y+2=0

Drugim krokiem jaki wykonamy, to sprébujemy lewa strone naszego réwnania
zapisa¢ w postaci sumy kwadratéw. Mamy wiec kolejno

Py —20 -2y +2=(r—1)*+(y—1)°
Nasze rownanie mozemy wigc zapisa¢ w postaci
(z—1P2+@y—-17=0

Korzystajac teraz z obserwacji 2 zauwazamy, ze jesli para liczb (z,y) spelia
powyzsze rownanie to musi by¢ prawdziwa ponizsza alternatywa

r—1=0Vy—1=0
skad otrzymujemy, ze rozwigzaniami naszego rownania para liczb (1, 1).

Zadanie 1
Rozwiaz réwnania:

(a) 22 +2 =3z
(b) 2*+2 =3z

(c) 2t + 2 = 322
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(d) 2* + ¢ = —pz, gdzie p,q € R oraz p* — 4q > 0.
(e) 22 +y* — 2z = —1
Zadanie 2

(a) Uzasadnij, ze jesli p?> — 4¢ < 0. to réwnanie 22 + pz + ¢ = 0, nie ma
rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych.

(b) Jaki warunek musza spetiaé liczby p, ¢, € R aby réwnanie
P —pr—qy=r

miato doktadnie jedno rozwigzanie?

Niektére ré6wnania i nieré6wnosci niewymierne

W paragrafie tym pokazemy na przyktadach jak rozwiazywac niektére row-
nania i nierownosci niewymierne. Zaczniemy od prostego przyktadu.

Przyklad 1
Rozwiaz réwnanie:

Vi+1=2

Rozwigzanie
Jezeli
ve+1=2,
to
(Vo +1)* =22
a wiec
r+1=4
a zetem
r=3.

Otrzymalidmy wiec nastepujacy wniosek: jezeli jakakolwiek liczba rzeczywista
x spetnia rownanie \/x + 1 = 2, to musi ona by¢ rowna 3.

Pozostaje nam teraz jeszcze sprawdzic, czy liczba 3 jest rzeczywiscie rozwig-
zaniem tego réwnania. Podstawiajac z = 3 mamy

V3+1=V4=2

A zatem liczba 3 jest rozwiazaniem rownania v/x + 1 = 3.
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Odpowiedz
Rozwiazaniem rownania jest liczba 3.

Przyklad 2
Rozwigz réwnanie

Vit +l=a+1

Rozwigzanie
Podobnie jak w zadaniu poprzednim, mamy kolejno:

vel+r+1l=2+1
(Va2 + x4+ 1) = (z+ 1)

Pt r+l=a+2r+1
P 4r—at—2r=1-1
-z =0
x=0

Otrzymalismy wiec nastepujacy wniosek: jezeli jakakolwiek liczba rzeczywista
x spelnia rownanie Va2 +x+1=x+ 1, to musi ona by¢ réwna 0.
Pozostaje nam teraz jeszcze sprawdzié, czy liczba 0 jest rzeczywiscie rozwia-
zaniem tego rownania. Podstawiajac = 0 mamy

VR2+0+1=vV1=1=0+1.

A zatem liczba 0 jest rozwigzaniem rownania va? +x + 1=z + 1.

Odpowiedz
Rozwiazaniem rownania jest liczba 0.

Przyklad 3
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b, ¢ zachodzi
nieréwnosc:
Va+b+c<ya+Vb+y/e
Rozwigzanie
Mamy

a

Va ¢
a = — —_—
va  Va+b+ec

i analogicznie

Glb b
Vb Vat+btec



76 Niektore réwnania i nierownosci niewymierne

oraz

Jo= s ¢
Ve Vatbte

Dodajac teraz stronami trzy powyzsze nierownosci otrzymamy:

a b c

+ + =
va+b+c a+b+c Va+b+c
2
a+b+c (Va+b+c) _ Jatire

Va+ Vb4 e >

Vatbte Vatbte

Zadania 1
Rozwiaz réwnania:

o Vx+vr+1l=1
e (z+1)Vr+1—-2yz+14+1=0
o Vi?—-3rx+1=2x+1

Zadania 2
Udowodnij nieréwnosci:

e |a|lc| + [b||d] < Va? +b? - /2 + d? dla dowolnych a, b, c,d € R.

o |\/|z| —+/|yl| < +/|z — y| dla dowolnych z,y € R.

o |u| —3y/|ul|+4>0dlaueR.
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